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Résumé

Les E- et G-fonctions de Siegel ont été définies en deux sens, strict et
large, conjecturalement équivalents. En reprenant et complétant une esquisse
d’André 2, nous énoncons et démontrons I’analogue au sens large du théoréme
d’André-Chudnovsky-Katz, qui est un théoréme de structure sur les G-opérateurs
au sens strict (il s’agit d’opérateurs différentiels annulant les G-fonctions au sens
strict). Nous en déduisons un théoreme de structure sur les E-opérateurs au sens
large, qui sont des opérateurs différentiels annulant les E-fonctions au sens large.
En application de ce dernier théoreme, nous donnons une nouvelle preuve d’une
généralisation par André 3 du théoréme de Siegel-Shidlovskii sur I'indépendance
algébrique des valeurs des E-fonctions au sens large.

Mots-clés : E- and G-functions, E- and G-operators, Chudnovsky’s Theorem.

Mmsc : 11J91, 34M03, 34M35.

1 Introduction

Le but de cet article est d’étudier la structure des G-opérateurs et des E-opéra-
teurs au sens large. Nous commencons par donner quelques éléments de contexte.
Les notions de E- et de G-fonctions ont été introduites par Siegel  pour généraliser
le théoreme de Lindemann-Weierstrass sur I'indépendance algébrique des valeurs
de la fonction exponentielle.

(o9
Définition 1 - Une G-fonction au sens large est une série f(z) = Y a,z" € Q[z]
telle que n=0
a) f estsolution d’une équation différentielle linéaire a coefficients dans Q(z);
b) Pour tout € > 0, il existe 1, (¢) € IN tel que Vn > ny(¢),[a,] < (n!)*, ou [a,] est la
maison de a,, c’est-a-dire le maximum des modules des conjugués (au sens de
Galois) de a,,;

1. Université Grenoble Alpes, CNRS, Institut Fourier, 38000 Grenoble, France

2. ANDRE, 2000b, « Séries Gevrey de type arithmétique II. Transcendance sans transcendance ».

3. ANDRE, 2014, « Solution algebras of differential equations and quasi-homogeneous varieties : a new
differential Galois correspondence ».

4. SieGEL, 1929, « Uber einige Anwendungen diophantischer Approximationen ».
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c) Pour tout € > 0, il existe n,(¢e) € IN tel que ¥n > ny(e),den(ay,...,qa,) < (n!)f,
ou den(ay,...,a,) est le plus petit d € IN* tel que day,...,da, sont des entiers
algébriques.

On dispose d’une notion de G-fonction au sens strict, qui est en fait celle consi-
dérée par Siegel. Elle est plus restrictive que la définition 1.

o0 _
Définition 2 - Une G-fonction au sens strict est une série f(z) = Y a,z" € Q[z]
telle que n=0

a) f est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients dans Q(z);
b) Il existe C; > 0 tel que Vn e N, [a,] < C{”l;

c) Il existe C, > 0 tel que Vn € N,den(a,...,a,) < C3*.

On définit de la méme maniére les E-fonctions au sens strict (resp. au sens large)
an

72" € Q[z] vérifiant la condition a) de la définition 2
n!

qui sont les séries f(z) = )

n=0
(resp. 1) et telles que les a,, vérifient les conditions b) et ¢) de la définition 2 (resp. 1).
Siegel a étudié les E-fonctions au sens large.

L’étude des E- et G-fonctions a été développée, entre autres, par Shidlovskii 5
puis poursuivie par Nesterenko et Shidlovskii ¢, André’, Bombieri, Galochkin 8,
Chudnovsky ? et Beukers 1°.

Siegel a étudié les E-fonctions au sens large, mais n’a fait qu’évoquer les G-
fonctions au sens large. Il est conjecturé que les définitions large et stricte sont
équivalentes pour les E- et G-fonctions, mais cela n’a pas été prouvé a ce jour.
Précisément, on sait que la condition b) de la définition 1 implique, sous la condition
a), la condition b) de la définition 2, car on peut appliquer des estimation « Gevrey »
dues a Perron 11, voir aussi Ramis (1984, pp. 85-86)); en revanche, on ne sait pas
si la condition c) de la définition 1 implique la condition c¢) de la définition 2 (cf
ANDRE (2000a, p. 715)).

Un théoréme fondamental de D. et G. Chudnovsky 2 affirme que 1’équation dif-
férentielle minimale satisfaite par une G-fonction au sens strict vérifie une condition

5. SuipLovskil, 1989, Transcendental Numbers.
6. NESTERENKO et SHIDLOVSKII, 1996, « On the linear independence of values of E-functions ».
7. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité »;
ANDRE, 2000b, « Séries Gevrey de type arithmétique II. Transcendance sans transcendance ».
8. GALOCHKIN, 1974, « Estimates from below of polynomials in the values of analytic functions of a
certain class ».
9. D. Cuupnovsky et G. CHUDNOVsKY, 1984, « Applications of Padé approximations to diophantine
inequalities in values of G-functions ».
10. Beukers, 2006, « A refined version of the Siegel-Shidlovskii theorem ».
11. PerroN, 1911, « Uber lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten ».
12. D. CuupNovsky et G. CHUDNOVsKY, 1984, « Applications of Padé approximations to diophantine
inequalities in values of G-functions ».
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1. Introduction

de croissance modérée appelée condition de Galochkin. Ceci implique, entre autres,
qu’elle est fuchsienne. Par ailleurs, la condition de Galochkin est équivalente a une
condition introduite par Bombieri, qui implique par un théoréme de Katz '3 que
I’équation différentielle minimale en question est a exposants rationnels en tout
point de P! (C) (théoréme d’André-Chudnovsky-Katz).

Dans ANDRE (2000b, pp. 746-747), André esquisse la preuve du fait que la
singularité en Uinfini d’un opérateur ¢ d’ordre minimal annulant une G-fonction au
sens large est réguliére. Son argument est le suivant :

« Pour établir le point ci-dessus, le critére p-adique de régularité de
Katz montre qu'il suffit d’établir que } )<, InRy (¢, 1) = o(Inn). Avec les
notations d’ANDRE 4, on voit facilement que cette condition découle d’une

estimation
Y @)= ) Iuu($) = oflnm);
v finie plv)sn

or les estimations d” ANDRE, p. 122> donnent

1
Z hv,rl((P) < Cl Z glnmax(lllaolvv--:lanC2|v) + C3

v finie

(pour des constantes C; indépendantes de n), et la condition (G™) équivaut a

1 Z Inmax(1,|agly,...,la,l,) = o(Inn). »
" v finie
La condition (G~) correspond aux points b) et c) de la définition 1 16.

Dans cet article, nous commencons par donner les détails de I'esquisse d’André
et nous compléterons ensuite ses résultats. Précisément, nous allons donner la dé-
monstration du théoréme suivant. Il est implicite dans ’esquisse ci-dessus d’André,
méme s’il ne I’énonce pas formellement.

. =~ b ey d
Théoreme 1 — Soit f(z) € Q[z]] une G-fonction au sens large, et L € Q(z) [—] un
opérateur différentiel non nul d’ordre minimal p tel que L(f(z)) = 0. Alors
» L'opérateur L est un G-opérateur au sens large.
» L'opérateur L est globalement nilpotent.

e Tout point de PY(C) est un point singulier régulier de L et les exposants de L en
tout point sont dans Q.

13. Dwork, GEROTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, p. 98.

14. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn.

15. Ibid.

16. AnDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité », p. 714.
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La preuve de ce résultat fera l'objet des sections 2 et 3. Dans la partie 4, nous
raffinerons le théoréme 1 en précisant la forme d’une base de solutions d’un G-
opérateur au sens large. C’est 'objet du théoréme suivant, qui constitue un analogue
complet du théoreme d’André-Chudnovsky-Katz.

Théoréme 2 — Soit f(z) une G-fonction au sens large et L € Q(z)[d/dz] \ {0} un opéra-
teur différentiel tel que L(f(z)) = 0 et d'ordre minimal p.

Alors au voisinage de tout o € PL(Q), il existe une base de solutions de Ly(z) =0de
la forme

(filz— a),...,fy(z_a))(z_a)ca,

ot C, € Mﬂ(ﬁ) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans Q et les f;(u) € Q[u]]
sont des G-fonctions au sens large.

L’étude de la structure des G-opérateurs permet d’obtenir des informations sur
les équations différentielles satisfaites par les E-fonctions. En effet, via la transfor-
mée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels, André 7 en a déduit que toute
E-fonction au sens strict était annulée par un E-opérateur dont les seules singularités
sont 0 et co, la premiere étant réguliére. André a déduit du théoréme d’André-
Chudnovsky-Katz un théoreme de structure sur les E-opérateurs. La section 6 sera
consacrée a la définition et a 1’étude des E-opérateurs au sens large, a I'aide du
théoréme 1, et a ses conséquences diophantiennes sur les valeurs des E-fonctions au
sens large.

2 Un analogue «large » du théoreme des Chudnovsky

Soit f = *(fi(2),..., fu(2)) € Q[z]# vérifiant £’ = Gf, avec G € M, (ﬁ(z)). Soit

Gs € M, (@(z)) la matrice telle que y**) = G,y pour tout p tel que 3’ = Gy. On
montre par récurrence que les G, s € IN, sont liées par la relation

Gyt =GSG+G;’ (1)
ot G désigne la matrice G, dérivée coefficient par coefficient. On prend T(z) € Q[z]

le plus petit dénominateur commun de tous les coefficients de la matrice G(z). On
montre également par récurrence sur s que

VseN, T°Gs e M, (Q[z]). (2)

17. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité »;
ANDRE, 2000b, « Séries Gevrey de type arithmétique II. Transcendance sans transcendance ».
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2. Un analogue « large » du théoréme des Chudnovsky

2.1 Condition de Galochkin au sens large

Rappelons tout d’abord la définition de la condition de Galochkin au sens strict,
introduite dans GaLocHkIN (1974).

Définition 3 (Galochkin) - On note, pour s € N, g, le plus petit dénominateur su-

périeur ou égal a 1 de tous les coefficients des coefficients des matrices T(z )mGz—('Z),
quand m € {1,...,s}. On dit que le systeme y’ = Gy vérifie la condition de Galochkin

au sens strict si
3C>0:VseN, g,<C™.

On a alors le théoréme fondamental suivant 18.

Théoréme 3 (Chudnovsky) — Soit f =( f1 2),..., fu(2) € Q[z]* telle que £ = Gf, ot
GeM, (Q( )) Supposons que pour tout i € {1,...,u}, fi(z) est une G-fonction au sens

strict et (f1(2),..., fu(2)) est une famille llbre sur Q(z), alors G vérifie la condition de
Galochkin au sens strict.

Dans ANDRrE (2000b, p. 747), André a introduit, en la formulant différemment,
la condition suivante, qui est adaptée au contexte des G-fonctions au sens large.

Définition 4 (André) — Avec les notations de la définition précédente, on dit que
le systéme y’ = Gy vérifie la condition de Galochkin au sens large si

Ve >0, dsg(e) eIN: Vs =sg(€), g5 < (s!)°.

u
Rappelons que si L = (%) +ay(z )(di) + -+ a,(z) 2 0 est un opérateur

différentiel d’ordre y a coefficients dans Q(z), la matrice compagnon de L est

0 1 (0)
A =
"o 0 1
—ﬂﬂ —a1

On sait que les solutions du systéme différentiel y” = A;p sont les vecteurs f =
YEf e, fD) tels que L(f(z)) = 0.

Suivant la définition des G-opérateurs au sens strict 12, on peut considérer une
notion analogue au sens large.

18. D. CuupNovsky et G. CHUDNOVSKY, 1984, « Applications of Padé approximations to diophantine
inequalities in values of G-functions », p. 17.
19. AnDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité », p. 718.
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Définition 5 — Soit L € Q(z)[d/dz]. On dit que L est un G-opérateur au sens large
(resp. au sens strict) si la matrice compagnon de L vérifie la condition de Galochkin
au sens large (resp. au sens strict).

La dénomination de « G-opérateur » est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 1 — Soit L € Q(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large non nul d’ordre p.
Soit a € Q un point ordinaire de L, alors il existe une base de solutions de I'équation
L(y(2)) = 0 au voisinage de a de la forme (f1(z - a),..., fu(z — a)), oi les f;(u) sont des
G-fonctions au sens large.

I1 est bien connu que cette proposition est également vraie pour les G-opérateurs
au sens strict, la preuve ci-dessous s’adaptant mutatis mutandis.

Le théoréme d’André-Chudnovsky-Katz affirme entre autres qu'un G-opérateur
au sens strict a au voisinage de toute singularité a une base de solutions de la forme
(ilz—a),..., fulz—a))(z— a)Ce,ouC,eM 4(Q) a ses valeurs propres rationnelles et
les fi(u sont des G-fonctions au sens strlct On verra dans la section 4 que ceci est
également vrai au sens large.

Preuve (de la proposition 1). Notons G(z) = A;(z)lamatrice compagnonde L Comme
« est un point ordinaire, on sait qu ‘il existe une base de solutions (fi(z-a),..., fu(z—

a)) de I'équation L(y(z)) = 0, ou les f; sont holomorphes de coefficients de Taylor
algébriques au voisinage de 0. On sait aussi que la matrice wronskienne de cette base
Y(z) e Mﬂ(ﬁ[[z]]) a un rayon de convergence non nul et est telle que Y(«) € GLF(E)

et Y’'(z) = G(z)Y(z), de sorte que Y)(z) = G4(2)Y (2) pour tout entier s. D’ou

(o] (Tl) (o9
- ZOY n!(a)(z—a)” :[Zc’j!“)(z—a)"]ym). (3)

n=0

Puisque a est un point ordinaire, G(z) n’a pas de pole en a et la condition de
Galochkin au sens large implique qu’il existe une suite d’entiers strictement positifs

(4n)nen telle que

Gk(' ) e Mm «(Og) et

Ve >0, dng(e) eIN, Vn=ng(e), g, < (n!).

VnelN, Vk<n, g,

Ainsi, selon (3), on a V1 € N,den(Y (a))q, Y " (a) e M ( ) Ainsi, les f;(z) vérifient
la condition ¢) de la définition 1.
Par ailleurs, soit IK un corps de nombres galoisien contenant « et les coefficients

k
u
de Taylor des f;(u) tel que L € K[z,d/dz]. Soit 7 € Gal(K/Q).Si L= ) ak(z)(%) ,
k=0
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k
M
ax(z) € K[z], on définit L* := } a;(z) (%) en étendant l’action de © a K[[z]] coeffi-
k=0

cient par coefficient.

Alors pour tout i € {1,...,pu}, L*(f"(z - t(a))) = 0. De plus, comme a,(a) # 0,
on a ay(t(a)) = t(a,(a)) # 0, de sorte que 7(a) est un point ordinaire de L. Ainsi,
f;* est analytique au voisinage de 0. Ceci valant pour tout 7, on en déduit que, si

fi(z) = ) b; 2", il existe une constante C > 0 telle que Yn e N, |b; ,| < C™1, ce qui

n=0
prouve que les f;(z) vérifient la condition b) de la définition 1. O

L’ensemble des G-opérateurs au sens large possede une structure algébrique
analogue a celle de I'ensemble des G-opérateurs au sens strict. On a les propriétés
suivantes (listées par André dans le cas strict 2%) :

* Un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.

+ Tout diviseur a droite d’un G-opérateur au sens large dans Q(z)[d/dz] est un
G-opérateur au sens large.

* Lopérateur adjoint L* d’un G-opérateur au sens large L est un G-opérateur au
sens large.

* SiLet L’ sont deux G-opérateurs au sens large, alors ils admettent un multiple
commun a gauche qui est un G-opérateur au sens large (propriété de Ore d
gauche).

La démonstration de ces propriétés est donnée dans la section 5. Elle consiste en
l'adaptation de propriétés des modules différentiels données dans le cas strict par
André 2!, qui sont détaillées dans LEpeTIT (2021b).

Le but de la suite de cette partie est de démontrer un analogue au sens large du
théoreme 3.

Théoreme 4 — Le théoréme 3 reste vrai si l'on remplace « strict » par « large ».

Ceci implique en particulier que si f est une G-fonction au sens large, tout
opérateur différentiel non nul L a coefficients dans Q(z) tel que L(f(z)) = 0 et d’'ordre
minimal est un G-opérateur au sens large. En effet, la condition de minimalité sur
l'ordre p de L impose que (f,..., f#~1)) est libre sur Q(z). Le théoréme 4 assure donc
que la condition de Galochkin au sens large est vérifiée pour Aj.

Notons que la proposition 1 constitue une réciproque partielle du théoréme 4.

20. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théorémes de pureté et de dualité », p. 720.
21. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, §IV.

87



Le théoréme d’André-Chudnovsky-Katz « au sens large » G. Lepetit

2.2 Démonstration du théoréme 4

La preuve que nous allons présenter est une adaptation de la preuve originale
du théoréme 3 22 au cas des G-fonctions au sens large. Les six premiéres étapes de la
démonstration sont identiques dans les cas strict et large puisque les conditions b)
et c) de la définition d’une G-fonction (définitions 1 ou 2) n’y sont pas utilisées, y
compris dans le lemme de Shidlovskii évoqué dans I’étape 3. Dans BeEukers (2008,
pp. 21-22), Beukers a reformulé les idées des Chudnovsky en une trame condensée;
a des fins de clarté, nous suivrons cette trame dans les étapes 1 a 6, en la détaillant.
La nouveauté de cette démonstration est ’étape 7, dans laquelle les conditions b)
et ¢) de la définition 1, spécifiques aux G-fonctions au sens large, seront utilisées.
André a également mentionné dans ANDRE (2000b, pp. 746-747) un argument qui
permet d’adapter au sens large la preuve du théoreme des Chudnovsky donnée dans
ANDRE (1989, pp. 112-123), mais sans donner de détails.

Remarquons tout d’abord que si K est un corps de nombres contenant les
coefficients des coefficients de G(z) et les f;(0), 1 <i < p, alors G € M, (K(z)) et
f € K[[z]*#. En effet, cela découle de 1’équation f’ = Gf en écrivant G comme un
élément de M”(IK((Z))) et identifiant les coefficients du développement en série de
Laurent de part et d’autre.

Notations et hypotheses. On a T(z) € K[z], mais quitte a multiplier par un entier
adapté, on peut supposer que T(z) € Ok|z] et T(z)G(z) € M,,(Ok/[z]).

d
On note D = — la dérivation usuelle sur K[z].

dz
SideN*et AecK[z]¢ et £ €N, on note A = O(zf) s'il existe B € K[[z]? tel que

A=2z'B.
On note 6 = [K: Q] le degré du corps de nombres K.

Etape 1. Soient N,M € IN. On introduit des approximants de Padé (Q,P) de type II

de parameétres (N, M) associés a f dont on laisse les parameétres libres pour l'instant,

c’est-a-dire des polyndomes Q,Py,..., P, € K[z] tels que deg(Q) < N, max deg(P) <N
SISH

etsiP=(P,...,P,), alors
Qf-P=0(N™M).

On ne discutera des conditions d’existence de tels approximants de Padé que dans
I’étape 7.

22. D. CrupNovsky et G. CHUDNOVsKY, 1984, « Applications of Padé approximations to diophantine
inequalities in values of G-functions », pp. 38-50.
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2. Un analogue « large » du théoréme des Chudnovsky
Tm
On a pour tout m < N+ M, W(D - G)™P € K]z], ce qui est immédiat en utilisant
la formule de Leibniz. De plus, on va montrer par récurrence sur 7 que

Tm Tﬂl

VmeN, —Qmf— —(D-G)"P = O(2N+Mm), (4)
m!

Pour m =0, c’est la déﬁmtlon.
Supposons la relation vraie au rang m. Alors en dérivant (4) et en multipliant
par T,ona

(mT’TWlQ(m) + Tﬂl+1Q(m+1))f+ Tm+1Q(m)ff
—mT'T"™(D - G)"P - T"*'D(D - G)"P = O(zNM-m+1)),
Or, f’ = Gf donc en multipliant (4) par la matrice polynomiale TG et en retranchant
a ’équation précédente, on obtient
(mT'T™Q™ + T™ QU™ —mT'T™(D - G)"P
_ Tm+l(D _ G)m+1P — O(ZN+M_(m+1)).

Finalement, comme T" QU — T"™(D — G)"P = O(zN+M—m), on a le résultat voulu.

Etape 2. Montrons que
S
VP e K[[z]¥, Vs e N¥, —P Z
j= 0

I(D-G)P (5)

On procéde par récurrence :
* pours=1, G;=Get GP=D(P)- (D - G)P.
* Soit s € IN*, supposons la formule (5) vraie pour s.

_ ’ G5+1 _ 1 Gs G; .
Alors Ggy1 = G;G + G, donc Gl sl gG o) Donc en appliquant

I'hypotheése de récurrence au vecteur GP, on a

Gs+1 _ 1 . (1) s— E;
oSk SH[;(S ]),]D i(D -Gy (GP)+S!P].

Or,
/ : S(Z1y . .
%P:(%P) —%P’:Z CV psisip_gyp

s! s! s! — (s=7)!

S

L

89
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Donc, en remarquant que Yj € {0,...,s},(D-G)/ D = (D-G)i*' +(D-G)/G,on a

Gyit L[y (1Y
P_

(s+1)! s+1(Z(s—j)!'.

- Z (s(:;';fj! DD~ G)MP)

D' I(D - G)'P

j=0
L (v G o j
s+1(ZO«(s—j)!j!D (D-G)'P

+§ (_1)k Ds+l—k(D_G)kP)
— (s—k+1)l(k—1)!

1 (N sl =) )
_s+1(Z (s+1—j)!! DD -GYP

j=1

s+1 (1)k
- st1-k(y _ ~k
+;(s—k+1!(k—1)!D (D-G)P

)
Ds+1 (_1)s+1

+1
+ i P+ ] (D-G)’*'P
s+1 P
_Z ( 1) Ds+1 ](D G)
(s+1—j)!

Cela conclut la récurrence.

Etape 3. Utilisation du lemme de Shidlovskii.
On note pour h € N, Py, = ; (D-G)'P et R € M, (K(z)) la matrice dont la jeme

colonne est (h+] b

G ol
—st)‘Z D*IR(j).
j=

Py j-1. Alors la formule (5) implique immédiatement que

s! (s=j)!

Selon le lemme de Shidlovskii pour les approximants de Padé de type 1123, la
matrice R(q) est inversible pourvu que M soit assez grand ce qui sera réalisé quand
on spéciﬁera M et N dans I'étape 7. Donc
DS R .
== Z YT 1—].;,” (TH"Rio) ™ (6)

23. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, p. 115.
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2. Un analogue « large » du théoréme des Chudnovsky

Etape 4. Soit d le plus petit dénominateur commun des coefficients d’ordres
inférieurs a N + M du développement en série entiere de f. On suppose trouvés des
approximants de Padé Q, Py, ..., P, € K[X] de df, c’est-a-dire des polynomes tels que
deg(Q) <N, 1n<11a<>;deg(Pi) <N et

Q(df)-P =0(N*™M),

avec P = (P},..., B,). On fait 'hypothése supplémentaire que Q est un polynéme
a coefficients entiers algébriques. On peut alors appliquer les résultats des trois
étapes précédentes, dont on conservera les notations, a Q et P puisque df est encore
solution du systeme différentiel y’ = Gy.

Selon (4), on a

Tm
Vm <N +M, WQ(’")(df)—T’"Pm =0(NMm). (7)
(m)

On remarque que —— € Ok[z] puisque Q est a coefficients dans Ok. On en déduit
m

quesiN+M-m> lm'.ax deg(T™P; ,,), les coefficients de T™P,, sont des éléments de
SISy

Ox|z].
Notons ¢ := max(deg(T),deg(T G)). Montrons par récurrence sur m que

max deg(T"P; ,,,) <N +tm. (8)

1<igp

* Pour m = 0, il s’agit simplement du fait que les composantes de P sont de
degrés inférieurs a N.

* Pour m=1, TP’ — TGP a des composantes de degrés inférieurs a N +t, car T
et les coefficients de TG sont de degrés bornés par t.

* Soit m € IN, supposons le résultat vrai au rang m. Alors

(D-G)(T™(D - G)"P)
=mT'T"Y(D-G)"P+T"D(D-G)"P-T"G(D-G)"P
=mT'T"Y(D-G)"P+T"(D-G)"'P.

Donc
T"™ YD -G)™'P = (D-G)(T"™(D - G)"P)-mT'T"™(D - G)"P.

Or, en utilisant a la fois I’hypothése de récurrence et le cas m = 1, on voit
que T(D — G)(T™(D — G)™P) a ses composantes de degrés bornés par N +
mt +1t = N + (m+ 1)t; par ailleurs, ’hypothése de récurrence nous assure
que mT’T™(D — G)"P a des composantes de degrés inférieurs a t + N + mt =
N + (m+1)t. On en déduit le résultat souhaité (8).
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On en déduit, a condition que N + M —m > N + tm, c’est-a-dire

m < m, (9)

que T™P,, € Ok|[z]!. Ceci implique immédiatement que si j est un entier naturel tel

M .
quej+pu—1 < —, alors T/*#1 R(j) est une matrice a coefficients dans Ok|z]. En
particulier, T#~ 1R ) € M, (Ok(z]).

Montrons a présent que

M TS*H pn—-1

VselN, s+pu—-1<—— 1 , Vje€lo,...,s}, T —_D¥IR R(j) € M, (Oklz]). (10)

Rappelons la formule de Leibniz généralisée : si £ € IN" et fi,..., fy sont £ fonctions
dérivables k fois, alors

Grot®= Y (o 5T A
iyttig=k V1 M <ok

En particulier, considérons un élément quelconque W € Ok|z]. Alors

i +e+ip=k 1<t<l

. . L wit)
Si k < ¢, pour tout (iy,...,i¢) intervenant dans la somme, chaque terme [[ — '
1<t<l e

contient au moins ¢ — k indices de dérivation nuls. Ainsi, comme pour tout entier

(s) 0y(k)
WY e Ok|z], on a (ka) e WikOgz].

S,

Déduisons de cela par récurrence le résultat (10). Pour s = 0, c’est évident.
Soit s € IN*, supposons (10) vrai pour s’ € {0,...,s — 1}. Par la formule de Leibniz,
on a, pour j €{0,...,s},
Dsfj(Terp—lR(, ) 5—j . ‘
j) 5—7 1 “1\(F) ik
e (e

DRy (T 1)( )l)s_j_k130>

— Ts+i-1 J
G- LT R oj-k)
—i s—j —k—i
_ st DTRG) UkTw_l_sz 'R(j)
G- L (s—k—j)!

avec Uy € Ok|z], en utilisant la remarque précédente.
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2. Un analogue « large » du théoréme des Chudnovsky

Or, d’une part,
D (T R;))
(5=

p/uisque Tstr-1 = Ts—fo+ﬂ—1R(j) € M, (Oklz]), et d’autre part, par hypothese de
récurrence,

My(OIK[Z])'

—k—i
Vke(l,...,s—j} Ts‘k”"lw e M, (Ok|z)).
’ (—k—j)r
Par conséquent,
o D7TR)
T (S)_—].)!GM;A(OIK[Z]),

ce qu’il fallait démontrer.

Etape 5. Lien entre g, et taille des coefficients de det(T”‘lR(o)).
Selon (6), on a pour tout s € N,

DS IR, T

_:_Z 1T ls_—])('])(com(T’” IR( )) , (11)

ouV = det(T"‘lR(O)) € Ok|z], et selon (10), tous les termes de la somme sont a
coefficients entiers algébriques a condition que s+ p—1 < —.
Prenons pour s € IN, g, le dénominateur des coefficients des coefficients des

G G e .
2‘2 TSS—'S, comme dans la définition 4. Pour estimer g, sous la

condition s+ pu—1< 1 il suffit donc d’obtenir une estimation de la maison des

matrices TG, T2

coefficients de V. C’est ce que permet de faire ce lemme :
Lemme 1 - Soient U € Ok|[z], V € Ok|z], W € K|[z] tels que U = VW. Notons V =

4 .
Y v;z', alors pour tout k tel que vy # 0, on a Ng,q(vi)W € Ok|z].
i=0

Preuve. Introduisons la valuation de Gauss associée a un premier p de O :

q
Vp[Zaizi] _5121121(1/13( ))

i=0
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ou v, est la valuation p-adique associ¢e a I'idéal premier p de Ok. En utilisant
les propriétés de valuation, on a v,(U) = v, (V) + v, (W) donc v, (W) > —v, (V) car,
comme U est a coefficients entiers algébriques, vp(U) > 0.

Notons S I'ensemble fini des premiers divisant tous les coefficients de V. Alors

d .
si W=} w;z', pour touti€{0,...,d} et p€ S, onavy(w;)+vy(V)Zvp(V)+v,(W) >

i=0
0, donc [T p»»V)(w;) c Ok. En particulier, si vy # 0, comme v, € [] purV) =
pes pes

pged((vg),...,(ve)), on a
ViE{O,...,d}, (Vk)(wi)CO]K.
D’ou comme N ,/q(vk) € (vk) NZ, on a Ni,q(vk)W € Ok|z]. O

4 .
Pour W = ) w;z' € K[z], on définit (W) = max |71|, la maison de W. Selon le
i=0

— o<igl
lemme 1 appliqué a la formule (11) avec

DSIR,:
= YT T om(r )

G
V= det(T"_lR(O)) et W= TSS—'S, on a donc ici

M .
VselN telque s+pu-1<——, g5 < a(V)°. (12)

t+

Etape 6. Majoration de la taille des coefficients de det(T/~ 1R )) € Ok |z] en fonc-
tion de la maison de Q.
Par commodité, on s’intéresse a

_pp=1)
2

— 1 pp=1)
V =det(P,TPy,...,T*'P, 1) =T 7 det(Rp) =

Le lemme suivant nous assure que ce changement n’introduit qu’une constante
multiplicative dépendant seulement de G dans la majoration recherchée.

Lemme 2 — Soient A,B € K[z] et C = AB, alors 0(C) < (deg(A) + deg(B) + 1)a(A)a(B).

ptq
Preuve. On écrit A = Z a;z' et B= Z b;z', de sorte que C = Z ¢j 2, avec, pour tout
i=0 i=0 j=0

j€{0,...,p+a}c Zazb]l
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2. Un analogue « large » du théoréme des Chudnovsky

Soit 7 : K < Q un plongement. Alors
i
[7(cj)l < ZlT(ﬂi)HT(bj—i)l <(j+1Do(A)o(B)<(p+q+1)a(A)a(B),
i=0

si bien qu’en prenant le maximum sur j et sur 7, on obtient I'inégalité voulue. O

N .
Soit me{0,...,u—1}.51 Q=) g;', alors

i=0
N-m ,. . N-m .
QUm (i+1)...(i+m) m+1
m| = Z m| qm+izm = Z l an+izm-
’ i=0 ’ i=0

(m)
m!

De la majoration (m;i) < 2+ < 2N il s’ensuit que 0( ) < 2No(Q). Selon le

lemme 2 appliqué a A = T™ et B= Q")/m!,

(m)
(T(Tm Qm' ) <2V (Q)o(T™)(mt + N —m +1)
<2V (Q)a(T™)(u-1)(t - 1)+ N+ 1) < Y o (Q)a(T™),

avec ¢; constante dépendant seulement de G pour N suffisamment grand.
En appliquant m fois le lemme 2, on obtient

o(T") < N o(T)o(T" 1) << 5 o(T)™,

ou ¢, et c3 sont des constantes. Dans ce qui suit, les ¢; désigneront des constantes.
Ainsi, pour N suffisamment grand,

(m)
O(TMQm—!) <y 0(Qo(T)" < c5'o(Q).

Soit Oy, le maximum des maisons des N + M premiers coefficients du déve-
loppement en série entiere des f;, et dy, leur dénominateur commun. En répétant

le raisonnement de la preuve du lemme 2, on voit que la maison de la partie
(m)
polynomiale tronquée a 'ordre N + tm de T’”W(dl\HMfi) est majorée par

Y o (Q)(dnsmON+m)(N + tm+1) < el o (Q)(dn MmO+ m)-

Or,si N+ M —(p¢—1) >N +t(u—1), selon (7), cette partie polynomiale est T"P,,,
donc, avec une extension de la notation o aux vecteurs colonnes,

Vmelo,...,u—1}, o(T"P,,) <Y o(Qdn mONsm-
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—~ n-l
OnaV= ) &) ]_[ TIP «(j),j- Pour T € &, en appliquant le lemme 2 a A =P (g) 0
€6, j=0

pu—1
et B= ]_[T]P j)jrona
j=1

-1
O'[]y_[TjPT(]‘)’]‘]S []_[T]P
j=0

en utilisant (8). En itérant le procédé, on obtient une constante cg telle que

WIN+t(p—-1)+1)

u-1
i N
G{HT]PT(j)r ] Cl; G(Q)”dII\JHMGIIfHMCé\] <C3]0(Q)ydllf]+Mel’<I+M'
j=0

Donc par inégalité triangulaire
\Va N H
(V) < o0 (QV Ay, mON s

si bien que, comme V = THE-V2Y  5(V) < cf’l a(Q)"dKHMQKHM. D’ou selon (12),

o o
——, 4, <0(V) <o (QPdN,\ON - (13)

VselN, s+u—-1<
t+1

Etape 7. Conclusion & I'aide d’un lemme diophantien.
Rappelons le lemme classique suivant dont une preuve peut étre trouvée dans
SiEGEL (1949, p. 37).

Lemme 3 (Lemme de Siegel) — Soit K un corps de nombres. Considérons un systéme
de m équations linéaires

n
VI<i<m, ) ajx=0, (14)
j=1

oi Vi, j,aij € Ok. On note A = max [ajj]. Alors si n>m, (14) a une solution non nulle
ij
(xj)1<j<n € Ok vérifiant

_m_
max [X;| < ¢q(cnA)mm,
1<j<n

oii ¢ > 0 est une constante dépendant uniquement de K.
Soit s € IN*. On choisit dorénavant N et M de la forme suivante : N := 2u(t+1)(s+

M
) et M :=N/(2u)=(t+1)(s+ p) € N". En particulier, on a bien 71 >s+pu—1.

96



3. Démonstration du théoréme 1

Alors I’équation de Padé Q(dn,pf) —P = O(ZN+M) se traduit par un systeme

N N
linéaire de '1;— =3 équations a N + 1 inconnues (les coefficients de Q). Selon le
U

lemme 3, il existe une solution Q € Ok|z] telle que

N/2
0(Q) < cro(c1o(N +1)On40) 1N < 50N 401,

car N SN+1- E
2 2
C’est a partir de maintenant que 'on va se servir des propriétés b) et c) de la
définition 1, qui sont propres aux G-fonctions au sens large.
Soit € > 0. Puisque les composantes de f sont des G-fonctions au sens large, on
peut trouver une constante c14(¢) telle que ) < (k!)® et d < (k!)® pour k > ci4(¢).
Onas=|N/(2u(t+1))| - p, de sorte que M/(t+1) > s+ p—1 donc selon (13),

s 40 o
s < N (N ON a2 dnt nfOnns- (15)

D’une part, les termes géométriques clN peuvent étre dominés a partir d’un
certain rang qui dépend de ¢ par (N!)*. D’autre part,ona (N+M) < 2N.Or,sia > 1,
selon la formule de Stirling,

ak
(ak)!  V2mak (aTk) sk
(k) (V2mk)e (k)ak =rna”’, (16)

e

avec (ry)nen- une suite tendant vers 0. Ainsi, si k est assez grand, (ak)! < (k!)**1.

Par conséquent, en reprenant 1’équation (15), on obtient que g; < (N!)“15*¢ pour
s plus grand qu’un certain rang dépendant de ¢ et de la constante cy5.

Mais N < 2u(t +1)(s + u— 1) < 4u(t + 1)s pour s assez grand, donc a partir
d’un certain rang, selon (16), N! < (s!)*#(*1+1_Finalement, pour s assez grand
(relativement a €), on a

qs < (s) 16" (17)

T . . N € . . . s s
11 suffit d’appliquer ce résultat a ¢’ = — pour obtenir la majoration désirée.
C16

3 Démonstration du théoréeme 1

Dans cette section, nous allons démontrer le théoréme 1 en suivant ’esquisse
fournie par André 4.

24. ANDRE, 2000b, « Séries Gevrey de type arithmétique II. Transcendance sans transcendance », pp.
746-747.
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3.1 Reformulation de la condition de Galochkin

On peut reformuler les conditions arithmétiques et analytiques définissant une
G-fonction au sens large a ’aide des valeurs absolues sur le corps de nombres K.

Proposition 2 (André 2%) - Soit f(z) = Y. a,z" € K[z]. Les conditions b) et c) de la
n=0
définition 1 équivalent a

%glnmax(l,|a0|v,...,|an|v) =o(Inn), (18)

o la somme porte sur toutes les valeurs absolues (a équivalence preés) |- |, sur K, finies et
infinies.

On rappelle que deux valeurs absolues |- |, et | |,» sont dites équivalentes s’il
existe ¢ > 0 tel que |-|,» =|-[5. Les valeurs absolues sur un corps de nombres K sont, a
équivalence pres, les valeurs absolues p-adiques (dites finies) ||, pour p € Spec(O)
et les valeurs absolues infinies | - |, pour tout plongement 7 : IK < C définies par

|, = [r(©)| VKR si 7(K) C R
“ e (@)%Q sinon.

Pour la démonstration de la proposition 2, on aura besoin du lemme technique
suivant :

Lemme 4 -  a) Soit (u,),cN une suite de réels et g : R, — R, une fonction croissante
tendant vers +oo en l'infini. Alors la condition

max(0, 1) = o(g(n)) (19)
est équivalente d la condition
max(0, ug,...,u,) = o(g(n)). (20)
b) Etant donnée (u,),cn une suite de réels positifs, on a
Ye>0, dng(e) e N: V= nple), u, < (n!) (21)

si et seulement si max(0,Ilnu,) = o(nlnn).

25. ANDRE, 2000b, « Séries Gevrey de type arithmétique II. Transcendance sans transcendance ».
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Preuve. a) Supposons que max(0, u,,) = o(g(n)).
Soit € > 0 et ng(e) € N tel que Vn > ny(e), |u,| < eg(n). Comme g est croissante,
on a

N

Vi 2 ng(e), max(0,uy(e), ..., uy) < emax(g(ng(€)),...,g(n)) < eg(n).
Soit n1(¢) € N tel que
Vn > ny(e), max(0,ug,..., Uy e)-1) < €(n).

Son existence est assurée par le fait que g(x) —— +o0. Posons
X—+00

ny(€) := max(ng(e), ny(€)).
Alors pour tout n > n,(¢),
max(0,ug,..., u,) < eg(n)
ce qui prouve (20). La réciproque est évidente.
b) On a max(0,Inu,) = o(nlnn) si et seulement si max(0,Inu,) = o(Inn!) d’aprés
la formule de Stirling, ce qui équivaut a

Ve >0, dng(e) e N: Vn 2 ng(e), Inu, <eln(n!),

ce qui est équivalent a (21) en passant a I’exponentielle de part et d’autre de I'inéga-
lité. O

Preuve (de la proposition 2). On suppose sans perte de généralité que K est galoisien.
I1 est prouvé dans Dwork, GEROTTO et SULLIVAN (1994, p. 225) que si ay,...,a, € K,
alors

sup In*la;l, = #ln(den'(ao,...,an)), (22)

pESpec(OK)0<i<n []K : Q]

ot In"(x) = Inmax(1, x) et den’(ay, ..., a,) est la norme N o(a) du plus petit multiple
/Q plusp p

commun a de ag,...,a, dans le sens des anneaux de Dedekind. On a alors 26
den(ay,...,a,) < den’(ay,...,a,) < den(ag,...,a,) 2. (23)
Ainsi, comme
sup In"|a;l, = sup In"|a;l, + Z sup In"|a;|,,

0<i<n

v valeur absolue peSpec(Ok) 0<i<n IeGal(lK/Q)OSK"
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la condition (18) est vérifiée si et seulement si

1 1
- Z In™ sup |a;l, = o(lnn) et — Z In* sup |a;|; = o(Inn),
" pespeciox)  OSi<n " recak/g)  OSisn
c’est-a-dire, selon (22) et (23), si
Inden(ay,...,a,) =o(nlnn) et
vVt € Gal(K/Q), Inmax(1,|t(ag),...,|t(a,)]) = o(nlnn). (24)

Selon le lemme 4 a), comme
Inmax(1,|t(ag)l,...,|t(a,)]) = max(0,In|t(ag)|,..., In|t(a,)|),
la condition (24) équivaut a

Inden(ay,...,a,) =o(nlnn) et
VYt € Gal(K/Q), max(0,In|t(a,)|) = o(nlnn). (25)

Donc selon (25) et le lemme 4 b), la condition (18) est bien équivalente aux
conditions b) et ¢) de la définition 1. O

Remarque 1 - De la méme maniére, on montre que f(z) vérifie les conditions b)
et ¢) de la définition 2 si et seulement si

- Zlnmax (Llagly, ... layly) = O(1).

Par un raisonnement analogue, on peut reformuler la condition de Galochkin
introduite dans la sous-section 2.1 a I’aide d’une quantité h(n,p, G), introduite dans
la définition 6 ci-dessous, définie en termes de valeurs absolues p-adiques sur K.

Pour p € Spec(Ok), on rappelle que la valeur absolue de Gauss associée a |- |, est
la valeur absolue non-archimédienne

I : Ip,Gauss : ]K(Z) — R

Y a;z max |a;|,
= 0<1<N

. b;
Yy ij] 0<]<M| |p
j=0

La valeur absolue |- [, Gauss induit naturellement une norme sur M, , (K(z)),
définie pour tout H = (h; ;); j € M, (K(z)) comme ||H||y Gauss = max; ;j|h; jlp Gauss-
On l'appelle norme de Gauss. Si p = v, M,,(IK(z)) munie de || - ||, Gauss st une algebre
normée.

26. LepeTIT, 20214, « On the linear independance of values of G-functions », p. 320.
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Définition 6 — Pour tout G € M, (K(z)) et pour tout idéal premier p de Ok, la
quantité h(n,p, G) est définie 27 par

Gm

m!

1
¥YnelN, h(np,G):=—maxln*

n m<n

p,Gauss

Pour un opérateur différentiel L € K(z)[d/dz], on pose h(n,p,L):=h(n,p,Ar), ou AL
est la matrice compagnon de L.

Proposition 3 — Soit G € M, (K(z)). La condition de Galochkin au sens large introduite
dans la définition 4 est équivalente d 0,,(G) = o(Inn), onl

0,(G) = Z h(n,p,G).

peSpec(Ox)

Dans le cas strict, la condition de Galochkin au sens strict est équivalente au fait
que 0(G) < o0, ol

0(G) :=limsup Z h(n,p,G)

n—+oo ]JGSPEC(O]K)

est la taille de G 28.

Preuve (de la proposition 3). On a vu dans la preuve de la proposition 2 que si
ag,...,a, € K, alors

1
- Z sup In* |a;], = o(Inn) < Inden(ay,...,a,) = o(Inn).
peSpec(Q@Oglsn

Dong, ici, en notant g, le plus petit dénominateur commun des coefficients des

coefficients des matrices — pour nm <s, on a
m!

1
— maxIn*

ma =o(nlnn)

—_m
m! p,Gauss

n

peSpec(Ok)

si et seulement si Ing,, = o(nlnn), c’est-a-dire, comme g,, > 1, selon le lemme 4 b), si
Ve >0,dng(e) eIN:Vn =s9(e), g, <nlf,

ce qui nest autre que la condition de Galochkin au sens large (définition 1). O

27. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, p. 70.
28. Dwork, GErOTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, pp. 227-228.
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Remarque 2 — Montrons comment la preuve du théoréeme 4 présentée dans la
partie 2.2 permet de relier quantitativement 0,,(G) et les quantités

1 1
of)=— ) maxlfialy et ouu(®)=— ) max|fiul

m<n ms<n

peSpec(O) 1<isp T:K—C 1<isp

encodant respectivement les conditions b) et ¢) de la définition 1 (Proposition 2),
les composantes du vecteur f = t(fl(z),...,fﬂ(z)) étant écrites sous la forme f;(z) =

Y fimz™ € K[z].
m=0

On commence par appliquer le logarithme de part et d’autre de 'inégalité (15)
dans la partie 2.2. On obtient

Ing; Incy, Incys

0 Ind
- <N— +Ny[K: Q] - +2,u[IK:Q]¥+y[1K:Q]#,

ol ¢y et c3 sont des constantes explicitables.
Or, N =2u(t+1)(s+p—1)et M =(t+1)(s+ pu—1) donc en posant, pour tout k,
In 9k

Uk:Tet Vk:%,ona
ln% <2u(t+1)(1+o0(1))Incyp + 2y2[IK :QJ(t+1)(1+o0(1))Incys
+2u[K: Q](2u+1)(t+1)(1 +0(1))Unsm
+p[K: QJ(2p+1)(t+ 1)(1 +0(1) Vi ium
<SO()+p[K:QJ(2pu+ 1)(t+ 1)(1 +0o(1))[2Un+m + VNim]-

Or, I’équation (22) ci-dessus implique que

1
Uy = Elnden(ﬁ,m,l <i<pm<k)
K:Q
< [ : ] Su})? Ifi klp = [K : Q]oy(£).

peSpec(Ok) 1<i<y

1
De méme, on montre que 05(G) < ;lnqS et par ailleurs que Vj < [K: Qo (f).
Finalement, on obtient I'inégalité explicite
05(G) < O(1) + [K: QPP (2 + 1)(t + 1)(1 + 0(1)[20(2s1)(t+1)(5+p—1) (F)
+ 0o, 2t 1)(t41)(s1p—1) ()], (26)

ou les termes O(1) et o(1) peuvent étre explicités.
Dans le cas des G-fonctions au sens strict, une majoration analogue est déja
connue : voir la preuve de Dwork du théoréme des Chudnovsky 2°.

29. Dwork, GEroTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, p. 299.
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3. Démonstration du théoréme 1

3.2 Condition de Bombieri au sens large

Le théoréme de Katz affirme qu’un opérateur globalement nilpotent (selon la
terminologie de Dwork, GEroTTO et SurLivan (1994, p. 95, p. 98)) est fuchsien
A exposants rationnels en tout point de IP}(Q) 3°. Dans cette section, nous allons
introduire une condition de Bombieri au sens large (définition 9) qui implique la nil-
potence globale des opérateurs qui la vérifient. Nous verrons dans la sous-section 3.3
que les G-opérateurs au sens large vérifient la condition de Bombieri au sens large.
Cette condition est donc adaptée au contexte des G-fonctions au sens large.

On se donne un corps de nombres K. Dans toute la suite, pour tout idéal premier
p de Ok, on note p(p) le nombre premier engendrant I'idéal p N Z.

Définissons d’abord une notion de densité qui sera utilisée par la suite 31.

Définition 7 — Soit S C Spec(Ok). On note Ny,q(p) = Card (Ok/p) la norme d’un
idéal p de O.
On dit que S admet d > 0 pour densité de Dirichlet (ou densité analytique) lorsque

—d
S

L N
In(s—1) £ Niciop)
quand s tend vers 1 pour s réel, s > 1.

Si G est une matrice a coefficients dans K(z) et p est un idéal premier de O,
on définit R,(G) comme le rayon de convergence d’une matrice fondamentale
de solutions du systéme y’ = Gy au voisinage du point générique p-adique tel que
construit dans Dwork, GEROTTO et SULLIVAN (1994, pp. 92-97).

On prend le choix de normalisation pour la valeur absolue p-adique |- |, donné
dans Dwork, GEROTTO et SULLIVAN (1994, p. 222), c’est-a-dire |p(p|, = p*dP/UK:Q] ou
dp = [Kyp : Qpp) -

Définition 8 - Soit K un corps de nombres. Un systéme différentiel " = Gy, G €

M,,(K(2)), est dit globalement nilpotent si on a R,(G) > |p(p)|,13/(1_p(p)) pour tout idéal
premier p de Ok en dehors d’un ensemble de densité de Dirichlet nulle.

En suivant la construction faite au sens strict dans Dwork, GEROTTO et SULLIVAN
(1994), nous allons maintenant définir, en suivant ANDrE (2000b, p. 747), une
condition de Bombieri adaptée a notre situation.

Définition 9 (André 32, p- 747) — Soit, pour n € N*,
1
(G) = > ln+( )

peSpec(Ok
p(p)<n

30. Dwork, GeEroTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, p. 98.
31. Descomses, 1986, Eléments de théorie des nombres, pp- 255-257.

103



Le théoréme d’André-Chudnovsky-Katz « au sens large » G. Lepetit

On dit que le systeme y’ = Gy satisfait la condition de Bombieri au sens large quand

p1(G) = o(Inn).

Dans le cas strict, la condition de Bombieri au sens strict est p(G) < oo, out

1
Pe= ) ln(R(G))
peSpec(Ox) P

est le rayon de convergence générique global inverse de G 3.

La proposition suivante illustre, comme annoncé au début de la section, I'intérét
de la condition de Bombieri : les systémes différentiels la satisfaisant font partie
de ceux auxquels on peut appliquer le théoréme de Katz sur la rationalité des
exposants.

Proposition 4 — Si la matrice G satisfait la condition de Bombieri au sens large, alors
v’ = Gy est un systeme différentiel globalement nilpotent.

La démonstration fera usage du résultat suivant :

1
Proposition 5 - Soit S C Spec(Z). Si Y 2P _ o(Inn), alors S a une densité de Diri-

pes P
psn

chlet nulle.

Preuve. La preuve repose sur une transformation d’Abel de la série ) p~°

pesS
Pour tout s > 1, on définit la fonction de classe C!
g ]1,400[ — R
t —_—.
T Flint
Selon TeNenBaUM (1995, Theorem 1, p. 3), on a pour tout x > 2,
Z Z Inp 1 j
peS pes p pS 111’1p
psx p<x
t T T
=T -1 ——dt ——dt, 27
()80 + (5 )Ltﬂmﬂ +Ltmmm2 (27)
ouT(t)= Z = o(Int) par hypotheése.

pE
p<t

32. AnDRE, 2000b, « Séries Gevrey de type arithmétique II. Transcendance sans transcendance ».
33. Dwork, GErOTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, pp. 226-227.
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3. Démonstration du théoréme 1

En particulier, T(x)gs(x) = 0 et Tg, est intégrable sur [2,+oo[. Ainsi, en
X—+0o0

passant a la limite x — +o0, on obtient

vl [TEW T E()
Z(s) ._;ps = (s 1)J2 —odi+ L i (28)
ou E(t) := T(t) =0(1). On veut montrer que 2(s) — 0.

Int —In(s—1) s—-1+*

* D’une part, soit M > 0 tel que V¢ > 2, 0 < E(t) < M. Alors

Vse]1,2[, 0< ﬂrw E) g
2

—In(s-1)
_ —s+1 ]t _
< M(s—1) [t ] — M N
—-In(s-1)|[-s+1], 25-ln(s - 1) s—1*

* D’autre part, on va montrer que

_ 1 e E(t)
Gls) = —ln(s—l)J; tsln(t)dt so1* 0

Par un changement de variable u# = (s — 1)Int, on voit que pour tout h > 2,

+00 dt
J;; FIn( )—E1(( —1)Inh),

+00 —t
ouEi:xmH — f —dt est la fonction exponentielle intégrale. Par suite, il

découle de I’ equlvalent 34 Bi(u) ~y_0+ In(—u) que

1 e dt
Yh>2,
—ln(s—l)J;1 t5In(t) s—1+

Soit ¢ > 0. Comme E tend vers 0 en l'infini, on peut fixer h > 2 tel que
V> hE(t) < % D'ot

h +00
0<G(s) < M dt + ¢ i
—-In(s-1) J, tIn(t) -3In(s-1)J, ¢*In(t)

.M Jh dt  eEi(-(s=1)nk)
S -In(s—-1) J, tIn(t) 3 —In(s—1) ’
car t° > t pour t > 1. Le premier terme de la derniére somme tend vers O et le

second tend vers 1 quand s tend vers 1, s > 1, on peut donc fixer 77 > 0 tel que
pour tout s € |1,1+17],

M L _¢ ., EBil(s=1)Inh)
—ln(s—l)L

<zet — 220
tin(f) 3 < ZIn(s—1)
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de sorte que
Vse]l,1+n[, 0<G(s)<e.
En d’autres termes, G(s) tend vers 0 quand s tend vers 1%.

z
Selon ces deux points et (28), on a bien lim )

o) 0, soit selon la définition 7,
S a une densité de Dirichlet nulle. =1+ Infs—1)

O

On peut a présent démontrer la proposition 4, en s’inspirant de la preuve du
fait que la condition de Bombieri au sens strict p(G) < oo implique que y’ = Gy est
globalement nilpotent dans Dwork, GErROTTO et SULLIVAN (1994, pp. 226-227) (voir
aussi celle présentée par André 3°).

Preuve (de la proposition 4). Soit S ’ensemble des nombres premiers p de Z tels
1

qu’il existe p € Spec(Ok) au-dessus de p tel que R,(G) < |p|;,_p. Selon Dwork,
GEROTTO et SurLivaN (1994, Proposition 5.1, p. 95), S est I’ensemble des p tels
que y" = (G modp)y est non nilpotent pour au moins un premier p au-dessus de p.
Fixons pour chaque p € S un tel premier p(p). Alors

0> L (gt )> Liph

pes
psn p<n
En effet, |p|, = p~%/% avec la normalisation choisie.
1
Grace a I’hypotheése p,,(G) = o(Inn), on a donc ) pn—pl = o(Inn). Donc selon la
peS F —

psn
proposition 5, S a une densité de Dirichlet nulle.
Or, si p € Spec(O) est tel que y” = (G modp)y est non nilpotent, alors pNZ e S
donc I'ensemble S’ des idéaux premiers vérifiant cette propriété est de densité de
Dirichlet nulle. En effet, sis > 1,

Y Nalr = L

d
pes’ pespec(z) s’ PP
plp
ZCard{peS’:plp} ) 1
peS pesS

34. ABramowiIrz et STEGUN, 1972, Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and
Mathematical Tables, pp. 229-230.

35. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, p. 77.
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3. Démonstration du théoréme 1

car le nombre de premiers p au-dessus de p est borné par [K: Q] selon la formule
Y d, =[K: Q]. Donc en divisant par —In(s — 1) de part et d’autre de I'inégalité et en
plp

passant a la limite, on obtient que S’ a une densité de Dirichlet nulle. Par définition,

le systeme y’ = Gy est donc globalement nilpotent. O

Remarque 3 — L’assertion minimale pour que la preuve de la proposition 4 fonc-
tionne est la suivante.

1
Assertion (A) «Soit & C Spec(Z). Si ) . o(Inn), alors S a une densité de

1 pesS
Dirichlet d < E » p<n

En effet, en reprenant les notations de la preuve, si S vérifie (A), alors S’ est un
ensemble de premiers de K divisant un ensemble de premiers de Z de densité de
Dirichlet < 1/2 et selon Dwork, GEROTTO et SULLIVAN (1994, Remarque 6.3, p. 100),
on peut appliquer le théoreme de Katz au systéme y’ = Gy, bien qu’il ne soit pas
stricto sensu globalement nilpotent, puisque S’ n’a pas nécessairement dans ce cas
une densité de Dirichlet nulle.

3.3 Théoreme d’André-Bombieri au sens large

Lobjectif de cette section est de démontrer la proposition 6 ci-dessous, qui est
I’analogue du théoréme d’André-Bombieri ¢ pour les G-fonctions au sens large. Ce
résultat fait le lien entre les conditions de Galochkin et de Bombieri, présentées res-
pectivement dans les parties 2.1 et 3.2. Voir la proposition 8 dans la sous-section 5.1
pour une version quantitative.

Proposition 6 — Soit G € M,(K(z)). La condition de Galochkin au sens large est véri-
fiée si et seulement si la condition de Bombieri au sens large p,(G) = o(Inn) est vérifiée.

Nous aurons besoin pour la démonstration du lemme suivant. On rappelle que
sip € Spec(Ok), p(p) est défini comme 'unique premier positif de Z engendrant
pNZ.

Lemme 5 - Si G € M,(K(z)), on a

Z h(n,p,G) = Z h(n,p, G) +O(1).

peSpec(Ok) p(p)<n

36. Dwork, GErOTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, pp. 228-234.
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Preuve. Soit p € Spec(Ok). On suppose que ||Gl, Gauss < 1. A I'aide de la formule de
récurrence Gyy1 = G;G + G, comme |- |, est une valeur absolue non archimédienne,
on montre que ||Gglly Gauss < 1 pour tout s € IN. Donc

1 G

- ) L
peSpec(Ox) S * Ilp,Gauss
1 1 -1 . .
< =In*max|=| < —lnmln(l,mm|5!|p).
n s<n sy, n s<n

Or si s < n, les diviseurs premiers p de s! vérifient p < n. Par suite, si p(p) >#n,on a
|s!]y = 1 et donc h(n,p,G) = 0.

Si||Glly,Gauss > 1, on prend a € K tel que |a], > ||G
De plus, si [|Gs/a®[|, Gauss < 1, alors

7
Gour _(G)(G),(C:) L
astl a5 \a a’) a
est une somme de produits de termes dont la norme de Gauss associée a p est
inférieure a 1, si bien que ”Gsﬂ/as’rl H < 1. Ceci montre par récurrence que

G/

|p,Gauss- Ainsi, ”G/aHp,Gauss <L

p,Gauss

p,Gauss < 1 pour tout s € IN.

Donc, comme ci-dessus, il en découle que si p(p)>n,ona In" max o =0.
Or ssn || &°SH | p, Gauss
G G
In* max — < In"max SS' +nln"|al,,
s<n || ! |lp,Gauss ssn || &S|y, Gauss

de sorte que h(n,p,G) < Inlaly, car |af, > 1.
Comme on a ||Gl|y Gauss > 1 pour un nombre fini de premiers de KK, on peut
prendre a tel que ||, > [|Gllp Gauss Pour tout tel premier. On a alors

) hnp,G)= ) hmpG+ ) Injal,

peSpec(Ok) p(p)sn ”G”p,Gauss>1

ce qui est le résultat voulu, c’est-a-dire

Z h(n,p,G) = Z h(n,p,G)+ O(1). o

peSpec(Ok) p(p)<n

Preuve (de la proposition 6). Selon la proposition 3 et le lemme 5, la condition de
Galochkin au sens large est vérifiée si et seulement si

Z h(n,p,G) = o(Inn), n— +oo.
p(p)<n
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3. Démonstration du théoréme 1

* Selon Dwork, GErROTTO et SULLIVAN (1994, p. 234), on a pour tout n € IN* et
pour tout p € Spec(O),

1 ) Inp(p) Inn
ln+(—):hmsu h(N,p,G) < h(n,p,G) + t
RP(G) Na+c>op ( ’ ) ( ’ ) " "
Donc
In Inn
PGS ) Houp G+ Cy ) SE+CiZEnln)

pp)sn peSpec(Z)
psn
ou C; est une constante majorant le nombre d’idéaux premiers p de Ok au-
dessus d’'un nombre premier p donné, et 7 est la fonction de comptage des
nombres premiers.

Par le théoréme des nombres premiers, on a donc

pu(G)< ) h(np,G)+2Cy(1+0(1)),
p(p)<n

de sorte quesi ), h(n,p,G)=o(Inn), alors p,(G) = o(Inn).
plp)<n
* Réciproquement, I’équation (2.6) de Dwork, GEROTTO et SUuLLIVAN (1994, p.
229) donne

d 111’1_1’l+&,

+ 1 p
h(Tl,p,G)<ll’1 (m)ﬁ-”—p(p)gnm(‘u— ) " "

ou d, est un entier tel que pour tout premier p, }_ d, = [K: Q], et C,, est une

plp
constante nulle pour tous les premiers p sauf un nombre fini.

On peut donc trouver une constante C telle que, pour tout #,

d 1
Y hinp,G)<pu(G)+ Z[Z K f’m]w— L

p(p)<n psn\ plp

1
= UG+ (= D)+ = = p,(G)+ (1= 1)1+ o(1),

. R . n TR
puisque selon le théoréme des nombres premiers, 7t(n) ~ nn Ainsi, si p,(G) =

o(Inn), alors ) h(n,p,G)=o(lnn). O
p(p)sn
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3.4 Conclusion de la démonstration du théoréme 1

Nous pouvons a présent synthétiser les différents résultats des sections précé-
dentes pour prouver le théoréme 1. o

Soit IKK un corps de nombres, f(z) = Y a,z" € K[z]] une G-fonction et L €
n=0

K [z, %] un opérateur d’ordre minimal non nul tel que L(f(z)) = 0.

* Selon le théoréme 4 (partie 2.1), la matrice compagnon A; de L vérifie la
condition de Galochkin au sens large.

* La proposition 6 (partie 3.3) implique alors que A; vérifie la condition de
Bombieri au sens large (définition 9).

* Selon la proposition 4 (partie 3.2), L est donc un opérateur différentiel glo-
balement nilpotent. Par le théoréme de Katz 37 on en déduit que L est donc
un opérateur fuchsien a exposants rationnels en tout point de IP'(Q). Ceci
conclut la preuve du théoréme 1.

4 Existence d’une base de type ACK au voisinage
d’un point singulier

Le théoreme d’André-Chudnovsky-Katz dans le cas des G-fonctions au sens strict
est un résultat plus fort que I’analogue strict du théoréme 1.

Théoreme 5 (André-Chudnovsky-Katz) — Soit f(z) une G-fonction au sens strict et
L € Q(z)[d/dz] \ {0} un opérateur différentiel tel que L(f(z)) = 0 et d’ordre minimal p.

Alors au voisinage de tout a € P1(Q), il existe une base de solutions de Ly(z)=0de
la forme

(filz— a),...,fy(z_a)xz_a)ca,

o C, € M”(ﬁ) est triangulaire supérieure a valeurs propres dans Q et les f;(u) € Q[u]]
sont des G-fonctions au sens strict.

Le but de cette partie est d’en montrer ’analogue au sens large, qui n’avait pas
été mentionné par André dans ANDRE (2000D).

Théoreme 6 — Le théoréme 5 reste vrai si U'on remplace partout « strict » par « large ».

Les valeurs propres de la matrice C, sont, modulo Z, les exposants de L en «, le
théoréme 1 implique donc qu’elles sont rationnelles. Il reste donc a prouver que les
f; sont des G-fonctions.

La partie suivante permet de montrer un point essentiel de la preuve du théo-
réme 6 (section 4.2), puisqu’il permet de ramener ’étude au voisinage du point 0
dans I'étape 4.

37. Dwork, GEroOTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, p. 98.
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4.1 Invariance des G-opérateurs au sens large par changement
de variable

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante affirmant que
la condition de Galochkin au sens large est invariante par changement de variable
u=z—asiaecQouu=z"enlinfini.

Proposition7 - a) Soit G€ M, (K(z)) et a € PY(Q). On définit G, € M, (K(z)) la
matrice telle que, pour tout vecteur colonne v,

v'(2) = G(2)y(2) © 9" (1) = Go (u)p(u),

ot P(u) := y(u—a) si a # co et P(u) = y(u~') si @ = co. Alors la condition de
Galochkin au sens large est vérifiée par G, si et seulement si elle est vérifiée par G.

b) Soit L € K(z)[d/dz]. On définit L, € K(u)[d/du] tel que, pour toute fonction f(z),
L(f(2) =0 Lo(f(u)), ot f(u)=f(u—a)siazooet f(u)=f(ul)sia=oco.
Alors L, est un G-opérateur au sens large si et seulement si L est un G-opérateur
au sens large.

Remarque 4 — Enreproduisant la méme preuve mutatis mutandis, on prouve l’énoncé
analogue concernant la condition de Galochkin au sens strict.

Nous aurons besoin pour prouver la proposition 7 du lemme 6 ci-dessous, di1 a
André, qui montre que la condition de Galochkin est invariante par équivalence de
systémes différentiels. Commencons par rappeler cette notion d’équivalence 38 :

Définition 10 - Soient A,B € M, (@((z))) On dit que les systemes différentiels
v’ = Ay et v’ = By sont équivalents sur Q(z) s'il existe P € GL,,(@(Z)) tel que B=DP[A],
ot P[A] = PAP~!+ P’P~L. Ceci est équivalent a dire que y > Py réalise une bijection
de I’ensemble des solutions de y” = Ay sur ’ensemble des solutions de y’ = By.

Lemme 6 (André>°, Lemma 1 p. 71) — Soient A,Be M, (@(z)) définissant deux sys-

témes différentiels équivalents v’ = Ay et v’ = By sur Q(z). Alors A satisfait la condition
de Galochkin au sens strict (resp. large) si et seulement si B satisfait la condition de
Galochkin au sens strict (resp. large).

André a déja prouvé le cas strict et nous donnons ici une preuve différente
de celle de ANDRE (1989, pp. 71-72), afin d’éviter d’utiliser la notion de module
différentiel.

38. Sauroy, 2016, Differential Galois Theory through Riemann-Hilbert Correspondence : An Elementary
Introduction, p. 120.

39. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn.
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Preuve (du lemme 6). Soit P € GL,(Q(z)) tel que y > Py induit une bijection de
I'ensemble des solutions de y’ = Ay sur l'ensemble des solutions de y’ = By.
Siy’=AyetseN,ona,p") = A,y et (Py)®) = B,Py. Or,

: S _ > S _
Bspy = (Py)(s) = Z(k)P(S k)y(k) = Z(k)P(S k)Aky.

k=0 k=0
L'égalité étant valable pour toute solution y de y” = Ay, on en déduit

S

S _ _
B, = Z(k)P(S AP

k=0

Soit T(z) € O@[Z] tel que T(z)A(z) € M”(O@[z]). Sans perte de généralité, on
peut supposer que T(z)P(z) € M, (Oglz]) et T(z)P~'(z) € M,(Oglz]). On montre par
récurrence sur £ que

p)
o

En effet, c’est clair pour £ = 0 et si (29) est vraie au rang { — 1 pour un certain
¢ > 1, alors par la formule de Leibniz,

VCeN, T —— e M,(Oglz)). (29)

(-1
(TP) g PY) ey TH
T¢ =T ) Tk T+
e! 0!

pk)

(€ —k)! Kkl

Le membre de gauche est a coefficients dans O@[z] par le cas £ = 0 et les termes
d’ordre k < £—1 du membre de droite le sont également par hypothése de récurrence.

p)
On obtient donc T+ —— € M, (Oglz]), ce qui conclut la récurrence.

14
Ainsi, si g, est le dénominateur des coefficients des coefficients de T A, Tz;lz,...,
TS%S, etT = T3, 0na
T 4 —k+1 p(¢—k
V1<l<s, qs% = ;T”‘z Té((;_i;f ) (qs T;f‘k)TP-l € M, (Oglz]).
Dong, en notant g; le dénominateur des coefficients des coefficients des matrices
TB, Tz%’ o TS%, on obtient que g, divise g; pour tout entier s.

On en déduit que si A vérifie la condition de Galochkin au sens strict (resp.
large), il en va de méme de B. Par symétrie de la relation d’équivalence des systémes
différentiels, on obtient I'implication réciproque, ce qui achéve la preuve. O
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La preuve de la proposition 7 a déja été donnée par André4? dans le cas ot
a € Og, nous donnons une preuve complete par souci d’exhaustivite.

Preuve (de la proposition 7). a) Soit a € Q.OnaVseNN, Gys(u) = Gg(u+ a) De plus,

le polynome T, (u):=d,T(u+a)e€ %[u], oudya e Oﬁ, vérifie T, ()G, (u) € Q[u].
On voit que pour tout s € N* et p <s,

Ta(u)pGa p( ) pt CISTPGp

T =db

s )(u+a)€/\/l,4((96[u])
puisque q,T(2)?Gy(z)/p! € M, (Oﬁ[z]) et on montre par récurrence que les coeffi-
cients de TP G, sont de degrés au plus pt.

Donc si G satisfait la condition de Galochkin au sens large, G, également. En
remarquant que G = (G,)_,, on en déduit I'implication réciproque.

Le résultat au point a I'infini découle essentiellement de LeperiT (20212, Lemma 7,
p- 322). Remarquons que si T(z)G(z) € M, (O@[z]), alors T (u) := u*?T(u™!) e
Oglu] vérifie Tm(u)Goo(u) EM, (%(u)), de sorte que, selon (2), T3, Goo s € M, (%[u])
pour tout entier s.

On a montré dans Leperit (20213, Lemma 7, p. 322) que

S
" C,k 1
VSEN Guosli) = (-1 ) 25 Ge(), (30)
k=1
ou
Vse N, V1<k< ez (31)
SER TASESS Gk T o %

Ainsi, sise€IN" et p <s, on a, selon (30),
L0402 T (L)) o6, (L
p! ul) B\
p

ey (s e 2 2

=1

T (1) Gy
qs—(u)p! 2 _ (—1)”

™=

de sorte qu’en notant 4., le dénominateur des coefficients des coefficients des
matrices
TO%GOO,Z ToSoGoo,s

To Goo» TR

40. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, p. 83.
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onaVselN" g, s <¢;s. Donc si la condition de Galochkin au sens large est vérifiée
par G, elle I'est également par G,,. Puisque (G,)., = G, on en déduit 'implication
réciproque.

b) Soit L € Q(z)[d/dz], on note G = A; la matrice compagnon de L.
Si a € Q, la matrice G vérifie G, = ALa» donc selon a), L est un G-opérateur au
sens large si et seulement si L, ’est.

Si @ = oo, selon le point b) de Leperit (2021a, Lemma 7, p. 322), le systéme
h’ = Gy, h est équivalent au systeme h’ = Ay _h. La conclusion voulue découle ainsi
du lemme 6.

Supposons que L est un G-opérateur au sens large. Selon a), G, vérifie alors
la condition de Galochkin au sens large. Il en va donc de méme de Ay _ selon le
lemme 6. Par conséquent, L, est un G-opérateur au sens large. i

4.2 Démonstration du théoréme 6

Le but de cette section est de prouver le théoréme 6 en adaptant la démonstration
donnée dans le cas strict par Dwork dans Dwork, GEroTTO et SULLIVAN (1994, pp.
234-248), et en utilisant également les résultats de la section 4.1.

On considere K un corps de nombres tel que G € M,,(K(z)) et on se donne C €

M,,(Q) une matrice a valeurs propres rationnelles, et Y(z) = }_ V2" € M, (K[z])n
m=0

GL#(IK((Z))) telle que Y(z)zC est une matrice de solutions du systéme vy’ = Gy.
Quitte a remplacer K par une extension de degré supérieur, on peut supposer que
C e M,(K).

Commencons par démontrer que les coefficients de Y vérifient les points a) et b)
de la définition 1.

* D’abord, selon ANDRE (1989, Corollary, p. 109), si Y(z) = Y(z)zc, avec Y(z) €
M,,(@[[z]]) etCe M”(ﬁ), vérifie Y = GY, G e M,,(@(z)), alors chaque coeffi-
cient de Y(z) est solution d’une équation différentielle non nulle a coefficients
dans Q(z) (qui plus est d’ordre inférieur a y?) . Autrement dit, les coefficients
de Y(z) satisfont le point a) de la définition 1. Ce fait est indépendant du

contexte des G-fonctions 4!.

* Soit 7 : K < C un plongement. On note R.(Y) le rayon de convergence de la
série Y':= ) 1(Y,,)z". Alors Dwork, GEroTTO et SurLivan (1994, Equation
m=0

(3.5), p. 242) implique que

R(Y)zp:= (I‘iloil‘olo|C|T >0,

41. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, Remarque 2, p. 53.

114
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ou le minimum porte sur les singularités non apparentes du systéme 3y’ = Gy.
D’ou1 selon la formule d’Hadamard-Cauchy,

1 1
— <

limsup ||T(Y,,)||X" = < -
n—+00 e R.(Y) P

Ainsi, pour tout entier m, les maisons des coefficients de Y,, sont bornée_s

par k™1, ot k¥ > 0 est une constante. On rappelle que la maison de a € Q

est[al= max |o(a)|. Ceci prouve que les coefficients de Y(z) vérifient la
0€Gal(Q/Q)
condition b) de la définition 1.

Le reste de la démonstration est consacré a la vérification de la condition arith-
métique c) de la définition 1.
Etape 1. Pour tout idéal premier p de Ok, on désigne par Ry (Y) le rayon de

(o)
convergence pour la norme || - ||, de la série Y(z) = }_ Y,,z"™. On note alors

m=0
1
pu(Y)i= ) )ln (Rp(y))’

peSpec(O
p(p)<n

ou p(p) est 'unique premier positif de Z engendrant p N Z.

Le but de cette étape est d’établir un lien entre p,(Y) et la quantité p,(G) in-
troduite dans la définition 9 en suivant la démonstration de Dwork, GEROTTO et
SurLivaN (1994, Theorem 3.3, p. 238).

Dwork a obtenu dans Dwork, GEroTTO et SULLIVAN (1994, Equation (3.4), p. 240),
sous les hypotheses sur C et Y ci-dessus, que pour tout premier p de O,

o 1 2 1 2 +|1
In (RP(Y))<M ln(Rp(G))+(;4 +1)C;‘X’ln —p

’

C

ou la derniere somme porte sur toutes les singularités non apparentes C € {0, oo} du
systeme y’ = Gy.
Donc en sommant sur tous les premiers p tels que p(p) < n, on obtient

b <0G+ (1) Y Y |2 <ppu6)+ .

C

C#0,00 peSpec(OK) b

p(p)<n

ouf:=(p*+1) ¥ Y Inf|=

C#0,00 peSpec(Ok) p

La constante f est finie, car pour tout @ € K, |a|, = 0 pour tout premier p sauf un
nombre fini.

Ainsi, si G vérifie la condition de Bombieri au sens large p,(G) = o(Inn), on a

pu(Y) = o(Inn).

est une constante ne dépendant que de G.
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Etape 2. On note

0,(Y):=— Z supln™|Y,,|,.
peSpec(OK) msn
pp)sn
Le but de cette étape est de lier 0,,(Y) et p,(Y).

Soit N € IN* un dénominateur commun des valeurs propres de C, qui sont par
hypotheése rationnelles. Alors Dwork prouve dans Dwork, GEROTTO et SULLIVAN
(1994, p. 247) qu’on peut trouver des constantes positives €, et h, telles que si p est
en dehors d’un ensemble fini de premiers S C Spec(Ok), on a pour tout n € IN*,

lsupanr|Ym|p < l(n+ &)-l-_ho)anr( ! )

m<n n N Rp(Y)
p-1_dy
" th+h0+€ozp(p) In(nN + &g + h), (32)

ou dy, = [Kp : Qpp)] est le degré de la complétion p-adique de K sur le corps Q,
adapté. Cette inégalité découle essentiellement de I'application du théoreme de
Christol-Dwork Dwork, GEroTTO et SuLLIVAN (1994, Theorem 2.1, p. 159).

On obtient alors en sommant 1'inégalité (32) sur tous les premiers p tels que
p(p)<netpeS

on(Y)<(1 + €0+h0)

u-1
|+ = In(uN +6o 1) ) [
u<psn

d
e

plp

1
+ ZsupIlnt|Y,,|,,
an£ Vol

pesS
ou u est le maximum de ’ensemble fini S. .
Or, selon la formule d'Hadamard, on a pour tout p, limsup IYslllj/s =R Ty donc
P
1
Y, < +o(1), dousim<n,
[Yonlp Ry(Y) o(1),dousim<n
In|Y,,| <m1n( ! +o(1))<nln( ! )+nv
"R R(Y) SO\RM T

ou v > 0 est une constante. Ainsi,

1 1 1
—supln®|Y,,| <max(0,ln( )+v)<ln+( )+v.
Mo P Ry (V) Ry (V)

Donc

1 1
Z’—suplnﬂlep <Card(8)v+Zln+(R v )::y
pes M m<n pes p(Y)

et ¥ est une constante ne dépendant que de Y.
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4. Existence d’une base de type ACK au voisinage d’un point singulier

De plus, on a, pour tout nombre premier p, }_ d, = [K: Q] 42 d’ou, en notant 7
plp
la fonction de comptage des nombres premiers,

50 + ho
nN

)pn(Y) + %mmwwo + o) ((n) — 7e(u)) +

an(Y)<(1+

In(n)(1 +0(1)——(1 +o(1)) + y

<(1+o(1))pn(Y)+Mn Inn

selon le théoréme des nombres premiers. Finalement,
0, (Y) < (L+0(1)pu(Y) +(p=1)(1 +0(1)) +p,

de sorte que si p,(Y) = o(Inn), alors 0,(Y) = o(Inn) également.

Donc selon les étapes 1 et 2 précédentes, si G vérifie la condition de Bombieri
au sens large, alors 0,(Y) = o(Inn). Or, en reprenant la preuve de la proposition 2,
on voit que 0,(Y) = o(Inn) si et seulement si tous les coefficients de Y vérifient
la condition ¢) de la définition 1. Ainsi, les coefficients de la matrice Y sont des
G-fonctions au sens large.

Etape 3. Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens large d’ordre y. Selon le
théoréme 1 et le théoréeme de Frobenius 43, on peut trouver une base de solutions de
I’équation L(y(z)) = 0 au voisinage de 0 de la forme

F= (@ fu(2) = (i) ful2))2€ = F2S,
ou C € M,,(K) est a valeurs propres rationnelles.
Doncsi G = Aj est la matrice compagnon de L, et U(z) est la matrice wronskienne
de la famille (fy,..., f,),ona U = t(ﬁf’,...,ﬁ”‘l)) et U est inversible, car F est une

base de solutions de L(y(z)) = 0. De plus, U vérifie U’ = A; U. Or, selon la formule
de Leibniz, pour tout s < p—1,

S S
7o) _ Z(;) F(0) (€ )sF) Z(;)F(k)c(c 1) (C = (s — k= 1)I,,)2C~0
k=0 k=0
Zcf(}lﬁl)[n = HSZC*(IA*UI”

= [Z(;)Z’AlHkF(k)C(C ). (C—(s—k=1)L,)

k=0

donc la matrice U s’écrit sous la forme U(z) = H(z)zg, o C=C- (p—1)I, est
a valeurs propres rationnelles et H € M, (K[z]) est la matrice de s*™ ligne H,_;.

Comme U est inversible, H = Uz € l’est également.

42. Dwork, GEROTTO et SULLIVAN, 1994, Introduction to G-functions, p. 222.
43. HiLg, 1976, Ordinary differential equations in the complex domain, Theorem 3.5.2, p. 349.
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Donc selon la conclusion de I’étape 2, les coefficients de H sont des G-fonctions
au sens large. En effet, la proposition 6 nous assure que G vérifie la condition de
Bombieri au sens large, puisque L est un G-opérateur au sens large.

De plus, la premiére ligne de H est Hy = z*'F, si bien que les f;(z) sont des
G-fonctions au sens large.

Etape 4 : changement de variable. Soit L € K(z)[d/dz] un G-opérateur au sens
large d’ordre p et a € P'(Q). Selon la proposition 7 b), 'opérateur obtenu par
changement de variable u = z—a (avec la convention que z—a = z7! si @ = c0) est
un G-opérateur au sens large. Donc selon 'étape 3, il existe une base de solutions de
Ly(y(u)) = 0 au voisinage de 0 de la forme (fl(u),...,fy(u))uc, ou les f;(u) e K[u]
sont des G-fonctions au sens large et C € M,(K) est a valeurs propres rationnelles.
Par changement de variable z = u + a, on obtient donc pour base de solutions de
L(y(z)) = 0 au voisinage de « la famille

(fiz—a)..., fullz—a))(z=)C,

qui est bien de la forme annoncée dans I’énoncé du théoreme 6.

5 Taille au sens large d’un opérateur différentiel

Le but de cette partie est d’adapter les résultats de Leperir (2021b) aux G-
opérateurs au sens large, ce qui permettra de prouver des propriétés algébriques des
G-opérateurs au sens large cruciales pour les applications aux E-opérateurs au sens
large définis et étudiés dans la section 6.

5.1 Taille au sens large d’'un module différentiel

Commencons par définir une notion de taille au sens large pour les modules
différentiels. Pour cela, il convient d’étudier le comportement de la suite (05(G))sen
par équivalence de systemes différentiels.

Lemme 7 — Soit K un corps de nombres, G € M,(K(z)) et P € GL,,(K(z)), soit H =
P[G] = PGP~! + P’P~! une matrice définissant un systéme y’ = Hy équivalent d y’ = Gy
sur Q(z). Alors o4(H) = 05(G) + 0(1), de sorte que H satisfait la condition de Galochkin
au sens large si et seulement si G la satisfait.

Preuve. Selon LepetiT (2021b, p. 7), 0n a

H

m!

m

max
m!

< C(p) max
0<m<s = (P)

0<m<s

s
p,Gauss p,Gauss
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5. Taille au sens large d’un opérateur différentiel

ou C(p) = 0 pour tout premier sauf un nombre fini. Donc

o(H) < © Y In*C(p)+0:(G) = 0:(G) + o(1).

S
peSpec(Ok)

Symétriquement, puisque G = P~"![H], on a 0,(G) < o,(H) + 0(1). Ceci donne
I'égalité voulue. o

Le lemme 7 implique que 'on peut définir sans ambiguité la taille au sens large
d’un module différentiel M par la suite o,(M) := 05(A), car tout module différentiel
M peut étre associé a une unique classe d’équivalence de systemes différentiels [A].
Précisément, (03(M)),cn- st une classe d’équivalence dans RN pour la relation
d’équivalence

(un) ~ (Vn) SU,—Vy = 0(1)'

On note u, < v, s’il existe (¢,) tendant vers 0 quand n tend vers l'infini et tel que
u, < v, +¢,. Cette notation sera utile, car toutes les inégalités énoncées ci-dessous
sont vraies a un terme négligeable en o(1) pres.

On rappelle qu'un opérateur L est un G-opérateur au sens large si et seulement si

o5(L) = o(Ins).

Comme, pour tout idéal premier p de K et G € M,,(K(z)), la quantité R,(G) est
invariante par équivalence de systemes différentiels, on peut associer a un module
différentiel M représentant un systéme y’ = Gy une quantité ps(M) = p4(G) 4 On
dit que (ps(G))sen est le rayon de convergence global au sens large de M.

Le résultat suivant est I’analogue au sens large du théoreme d’André-Bombieri,
voir la démonstration de la proposition 6. C’est une version quantitative de la
proposition 6.

Proposition 8 — On a, pour G € M},(IK(Z)),
Ps(G) < 05(G) < ps(G) + p— 1. (33)
Par conséquent, la condition de Bombieri au sens large ps(G) = o(Ins) est vérifiée si
et seulement la condition de Galochkin au sens large est satisfaite par G.
La preuve découle immédiatement de celle de la proposition 6.

Remarque 5 — Si limsup o,(G) < +o0, la matrice G satisfait la condition de Galoch-
S§—+00

kin au sens strict et de maniére équivalente, par le théoréme d’André-Bombieri, la
condition de Bombieri au sens strict ps(G) —— p(G) < +o0. Cette situation a déja
s—+00

été étudiée dans LEpgTIT (2021b), si bien que 'on peut supposer que G ne satisfait
pas la condition de Galochkin au sens strict.

44. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, p. 67.
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Le résultat suivant montre le comportement de la notion de taille au sens large
sous les opérations usuelles sur les modules différentiels.
Proposition 9 — Soient My, M,, M5 des modules différentiels sur Q(z). Alors
a) Si M est un sous-module différentiel de M, alors

0s(My) S 0s(My) et 0y (Mi[My) < o(My).

b) On a o,(My x My) = max(0(My), 05(My)) $ 05(My) + 05(Mp).
c) Ona o (M) S og(My)+p; -1, 00 py = dim@z)/\/h.

d) Sila suite 0 > My —> M; — M3 — 0 est exacte, alors on a
as(Ml)s 1+05(M2)+05(M3)+05(M§)' (34)

e) Ona o,(SymN M;) < Noy(My).

La preuve est I’adaptation de celle donnée dans LepetiT (2021b, pp. 8-11) pour
la proposition 3.

Preuve (de la proposition 9). On rappelle que si A € M, (Q(z)), la suite de matrices
(As)sen est définie par Ag =1, et Ag,1 = A;A+ A pour tout s.

a) est une conséquence directe de LeperiT (2021b, Lemma 3 p. 8), et b) suit
directement de la définition.

Prouvons 'inégalité c) avec ’aide de la proposition 8.

On a p(M7) = ps(M;), puisque R,(M]) = Ry(M;) pour tout idéal premier p
d’un corps de nombres K 45.

Ainsi, I'application de la proposition 8 au module adjoint de M} donne

05(M7) S ps(My) + 1 = 1= ps(My) + iy =1 S 05(My) +py = 1,
ou yy =dimg,) M;. Ceci démontre ).
On passe a la preuve de d).
Par LeperiT (2021b, Lemma 3, p. 8), on peut trouver des bases adaptées de

Mj, M,, Mj telles que, dans ces bases, M; (resp. M;, M3) représente le systéme
dy = Gy (resp. dy = GPy et dy = GB)y), o

G2 g
G:( 0o G

Soit IK un corps de nombres tel que G € M,(IK(z)). On fixe p € Spec(Ok). On consi-
dere t, une variable libre sur K appelée point générique. On peut alors construire

une extension (), complete et algébriquement close de (IK(l‘p )l |p,Gauss)-
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5. Taille au sens large d’un opérateur différentiel

0o ~(2)
x?(z) = Z Cs (tp)(z— ty)° € GL,(Qy [z - t,])

(resp. Xt(:) € GL,,(Q,[[z - t,]])) une matrice fondamentale de solutions de dy = G(z)y

2 3
2 (tp) = 1, (resp. XP(ty) = L),

(resp. dy = G®)y) au point générique ty telle que Xy,

On considére Xt(f) € M, 1 (Qp[[z - t,]]) une solution de
ax% = cx  gOx (35)
P P P
telle que X(O)(t )=0
ty \Fp :
(2) (0)
Alors X; = (t)” ?g)] est une matrice fondamentale de solutions de dy = Gy
ty

telle que ti(tp) = I,;m- Ainsi,on a Vs € N, BS(ti)(tp) = G4(ty). Puisque l'on sait
que aS(th’)(tp) = Géz)(tp) (et de méme pour X;:)), il suffit d’estimer la norme de
Gauss de as(Xg}))(tP) pour obtenir une estimation sur la taille de G.
Par souci de simplicité, on omettra I'indice t, dans ce qui suit.
Selon LepeTIT (2021b, p. 10), O0n a, pour tout f e N* et N > ¢,
I (XO)(t,)
!

+

<h(N,p, GO+ (N, p,—'G®) + (N, p, G?))

p,Gauss

In

1
+In* GO +1n max .
I llp,Gauss 0<i<N |1|p

De plus, quand N — +oo0,0n a

E
4 p,Gauss 4 p,Gauss
9 (XO)(t,) 9 (X)(ty) 9 (XO))(t,)
= max T ) T ) T ,
' p,Gauss : p,Gauss : p,Gauss

donc finalement, pour tout s € IN¥,

X 1
05(M1) S 1+ 03(Ms) + 05(M3) + 05 (Ma) + Z |G| ues (36)
pespecOx)

et le dernier terme de la somme tend vers 0 quand s tend vers I'infini.

Passons a présent a la preuve de e). On notera a;...ay la classe de a; ®---Qay €
M®N dans le quotient Sym™ (M).
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Soit une base B = (ey,...,e,) de M; telle que M, représente le systéme dy = Gy,
G € M,,(K(z)). Alors on peut trouver une matrice Ggyy, a coefficients dans K(z)

telle que dans la base Bgyr, = {e;j, ... €;,, 1 <ip <--<iy <nj, SymN(./\/ll) représente
le systéme dy = Gsymy . Suivant André dans ANDRE (1989, p. 72), introduisons,
pour p € Spec(Ok), ti une matrice fondamentale de solutions de dy = Gy au

voisinage du point générique t, telle que X; (t,) = I,,. Alors on a que QSymN(ti) =
Gsym SYmN (ti )

On omettra l'indice t, dans ce qui suit. Rappelons que si C = (fi,..., f,) est la
base canonique de Qg X = Mate(u), alors Sym™ (X) est la matrice représentant
'endomorphisme Sym™ () dans la base Coym =={fj, -+ fin, 1 <j1 <+ < jy <mj, ou

n
ZXll]lfll ZXiNjNﬁN]
in=1

> K XS fi

1<iy,..,in<n

Sym™ () (fj -+ fix) = () () =

Xo(injy - Xotin)jn iy -+ fin-

1<ij <<iy<n 0€&({ig i)

Donc les coefficients de SymN(X) sont les Y Xo(ip)j -+ Xolin)jn- ON
ae&({iy,..in})

constate en particulier, en regardant les coefficients pour (iy,...,ix) = (ji,-..,jn), que
SymN(X)(tP) est la matrice identité, de sorte que pour tout s, (QSSymN(X))(tp) =
(Geymm)s(ty)

Comme |- |p Gauss €st non archimédienne, il s’agit donc de majorer, a (jy,...,jn)

fixe, |X11]1 IN]N |p Gauss pour tout (iy,...,iN).
Soit s € IN et m < s. Selon la formule de Leibniz généralisée, on a

M X; IV X;

1 m _ i1 INJN

— " KX )= ) TR
ky+-t+kn=m

On a donc
i ST S T
m! 1 INJN/ATP p,Gauss
M X; kN X
< In* max T b (ty) +---+In* max T 1:\’]N( p)
ki <m I p,Gauss k< N* p,Gauss
kX G
<NlIn* max ——(t,)|| = N1n" max K (37)
k! k<s || k! pGauss
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Ainsi, si ¢ est un coefficient de la matrice SymNX, etm<s,ona

e

m!

+ < NIn* max

p,Gauss k<s

In

(tp)

Zk
k! p,Gauss

En prenant le maximum sur tous les coefficients de Sym™ X et sur tous les 7 < s, on
obtient donc

d"SymN X

' < NIn" max
m!

k<s

In" max
m<s

(ty)

s
p,Gauss

p,Gauss

c’est-a-dire h(s,p, Gsym) < Nh(s,p, G). Donc en sommant sur tous les p € Spec(Ok),
on a 05(Ggym) < Nog(G). D’'ou finalement

og(Sym™ M;) < Noy(M,).

Ceci conclut la preuve de la proposition 9. O

Remarque 6 — Dans le cas strict, on obtient une inégalité
o (SymN M;) < (1+In(N))o (M),

énoncée dans ANDRE (1989, Lemma 2 ¢), p. 72).
En effet, dans I’équation (37), on peut supposer quitte a réordonner les termes
du produit que ky >k, > --- > ky, de sorte que, pour tout £, m > ky +---+ kp > €ky et

donc ky < 7 On obtient ainsi

1
In*|—a"(X; . X )t
n m! ( h IN]N)(p)p,GauSS

Gy Gy
<In* —(ty)|| +--+1In" — ()|l
X g ) ol )
de sorte que

1 G 1 G 1 G
—In" max M < = In* max —k(tp) +---+=In* max —k(tp)H
s m<s m! pGauss k<s || k! s k<|s/NJ|| k!

En d’autres termes,

o Gy b 3] 93] )+ 43 o)

45. ANDRE, 1989, G-Functions and Geometry : A Publication of the Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Bonn, Proposition 1, p. 67.
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En sommant sur tous les p € Spec(Ok), on obtient

s|1 s |1

0(Goym) < 04(G)+ | 3| Sa121(G) + -+ 7| So1mi(G), (38)

ce qui est une inégalité alternative au point e) de la proposition 9, mais est peu
exploitable.
En revanche, en passant a la limite supérieure s — +co dans (38), on obtient

0(Geym) < 0(G) + %O’(G) + 4+ %O’(G) < (1+1In(N))o(G), (39)

ce qui est le résultat annoncé pour la taille au sens strict.
5.2 Propriétes algebriques des G-opérateurs au sens large

Dans ce qui suit, on note d la dérivation standard d/dz sur ﬁ(z)

Nous allons utiliser les résultats de la section précédente pour en déduire des
propriétés de stabilité algébriques sur I’ensemble des G-opérateurs au sens large,
qui ont été énoncées dans la partie 2.1 Toutes les propriétés listées ci-dessous sont
également vraies pour les G-opérateurs au sens strict.

Proposition 10 — Soit L un G-opérateur au sens large. Alors :
a) Tout diviseur a droite de L dans Q(z)[d] est un G-opérateur au sens large.

b) Lopérateur adjoint L* de L est un G-opérateur au sens large.

c) Lensemble des G-opérateurs au sens large satisfait la propriété de Ore a gauche :
si L et M sont des G-opérateurs au sens large, il existe un multiple commun a
gauche de L et M qui est un G-opérateur au sens large.

Preuve. Les assertions a) et b) découlent directement des points a) et c¢) de la
proposition 9, puisque, d’une part, si N est un diviseur a droite de L, le module
différentiel My est un sous-module différentiel de My et d’autre part, M. =~ (My)".

Il reste a prouver c). Soit N = LCLM(L, M) le générateur de l'idéal a gauche
Q(2)[]LNQ(2)[2]N. Alors N est un multiple commun a gauche de L et M etil y a
un morphisme injectif de modules différentiels

¢ : Q(2)[9)/Q(2)[IIN — Q(2)[9)/Q(2)[I]L x Q(2)[)/Q2)[9]M,
P modN + (P mod L, P mod M)

qui fait de Q(2)[d])/Q(z)[]N un sous-module différentiel du module produit
Q(2)[9)/Q(2)[I]L x Q(2)[9)/Q(2)[I]M.

De plus, Q(2)[2)/Q(z)[d]N =~ My et de méme pour L et M.

D’ou, par la proposition 9 a) et b), on a o,(N*) < max(o,(L*), 05(M*)).

Le point b) nous assure alors, puisque L et M sont des G-opérateurs au sens large
que N est un G-opérateur au sens large. ]
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Corollaire 1 — Si y; (resp. y,) est une solution d’'un G-opérateur au sens large Ly (resp.
L,), alors vy + v, est solution d’un G-opérateur au sens large L.

Preuve. En utilisant la proposition 10 c), on considere M = M;L; = M, L, un mul-
tiple commun a gauche de L; et L, dans Q(z)[d] qui est un G-opérateur au sens large.
Alors on a M(y;) = M(y;) =0, de sorte que M(y; + ;) = 0. m|

La proposition 9 implique aussi le résultat suivant. On rappelle que u, < v,
siu, =v,+o0(l).

Proposition 11 — Pour tout L, L, € Q(z)[d], on a les inégalités suivantes :
max (0y(Ly), 05(L2)) $ 04(L1L2) S 05(Ly) +204(Ly) + ord(Ly) - 1.
Ainsi, un produit de G-opérateurs au sens large est un G-opérateur au sens large.
Preuve (de la proposition 11). Selon SINGER et VAN DEr Purt (2003, p. 47), la suite
0> Mp, > M, > M, -0

est exacte. Par conséquent, M, est un sous-module différentiel de M; ;, eton a
My, = ./\/lLle/./\/le .11 découle alors de la proposition 9 a) que

max(os(Ly),05(Ly)) = max(ﬁs(ML, ), GS(MLZ)) S 0s(Mp,1,) = 05(L1Ly),
ce qui est la premiere inégalité que 1'on voulait prouver.
D’autre part, la proposition 9 d) donne oy(L;L;) < 05(L1) + 05(Ly) + 05(L3). En
utilisant finalement la proposition 9 b), on obtient

0s(L1Ly) S 04(Ly)+204(Ly) +ord(Ly) -1,

ce qui est le résultat voulu. O

5.3 Produit de solutions d’un G-opérateur au sens large

Le résultat suivant est une conséquence des points a) et e) du théoréme 9. La
preuve est, mutatis mutandis, la méme que celle de LepeTIT (2021b, Proposition 4,

p-11).

Proposition 12 — Soit (M;); ;<n une famille de modules différentiels sur Q(z). Alors
0 (M &g+ B M)  Nmax (a5 (My),..., 0(My)).
En particulier, on a o (M?N) < Nog(My).
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Remarque 7 — Dans le cas strict, on a (voir la remarque finale de la sous-section 5.1) :
(M &g -+ Bgpy M) < (1+1In(N)) max (o(My),.., o(My))

Proposition 13 — Soient y, et y, des solutions respectives de G-opérateurs au sens large
Ly et L,. On suppose que chaque L; est d’ordre minimal pour v;. Alors vy, est solution
d’un G-opérateur au sens large L3 et on peut trouver un tel L3 vérifiant

05(Ls) < 2max (o(L1), 05(Ly) ).

Remarque 8 — En utilisant la proposition 12, on peut généraliser la proposition 13
a un produit quelconque y; ... yy de solutions de G-opérateurs : si Ly est I'opérateur
minimal de y; ...y sur Q(z) et L; est l'opérateur minimal de p;, on obtient

05(Lg) Nmax(as(Ll),...,as(LN)).

Preuve (de la proposition 13). Si L € Q(z)[d] est 'opérateur minimal d’une fonction
v, on remarque qu’il y a un isomorphisme naturel de modules différentiels entre le

quotient Q(z)[d]/Q(z)[J]L et
Q)[9(y) = {M(y) | M € Q=2)[ ]}
donné par M mod L — M(y). D’'ou (L) = a((@(z)[&](p))*).
On définit aussi, pour u,v solutions de G-opérateurs,
2)[9)(u,v) := (Q(2)[9)(w))[9](v)

qui est 'ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Q(z) des (1) (v),

quand k,¢ € IN. L'existence d’équations différentielles a coefficients dans Q(z) sa-

tisfaites par u et v nous assure qu’il s’agit en effet d’un Q(z)-espace vectoriel de

dimension finie, de sorte qu’il peut étre muni d’une structure de module différentiel.
On définit le morphisme

(2)[9](¥1) ® Q(2)[d](v2) — Q(2)[9](¥1,92)
K(y1) ® L(y2) > K(v1)L(p2).

De plus, l'ensemble M = Q(z [8](3/1;)2 est un sous-module différentiel de
(2)[)(v1,2), car si L € Q(z)[d], L = ZakQ ona

M k
Lmiya) =) Z(i)a” 107 (32)
)®

k=0 p:O

M k
w}lei)Wyl %quee N9)w1,v2).

k=0 p=

126



5. Taille au sens large d’un opérateur différentiel

Par définition, la restriction de 1 a =1 (M) est une surjection  : p~H (M) = M.
La factorisation de ¢ par son noyau fournit un isomorphisme entre M et

A/’/ker(&), ou N = p"1(M) est un sous-module différentiel de Q(z)[d](v;) ®
2)[9](v2)-

En passant aux modules duaux, on obtient M* ~ N* /Im(t,b ) donc par la proposi-
tion 9 a), si L est l'opérateur minimal non nul de v, p, sur Q(z),

05(L3) = 05(M") S a5(N7). (40)

Par ailleurs, le morphisme dual de N < Q(2)[d](y;) ® Q(2)[](v,) est une surjec-
tion

(Q=)[9131) 8RNI (32)) > N

et on a
(Q2)[21(31) @ Q2)[](v2)) = (Q2)[](v1)) ® (Q2)[](2))

de sorte que, par les propositions 9 a) et 12,
o(N*) < o ((Q2)[)(v1)) @ (Q2)[D)(v2)) ) < 2max (o4(Ly), 0x(La) ). (41)

Ainsi, la combinaison de (40) et (41) montre que oy(L3) < Zmax(os(Ll),as(Lz)),
si bien que L3 est un G-opérateur au sens large. O

Une autre application est que l'opérateur minimal d’une série Nilsson-Gevrey
au sens large de type arithmétique et holonome d’ordre 0 est un G-opérateur au sens
large. On définit la notion de série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique
d’aprés André, qui a étudié les propriétés de leurs analogues au sens strict dans
ANDRE (2000a).

Définition 11 - * Soit s € Q. Les séries Nilsson-Gevrey au sens large de type
arithmétique d’ordre s sont les

()= ) e (02 Yage(2) (42)

(a,k,0)eS

ot S € QxIN? est fini, ¢, ¢ € C et

(o9

Yake(2) = Z"!Saa,k,z,nzn € Q=]

n=0

est tel que (a4 k,¢.n)nenN Vérifie les conditions b) et ¢) de la définition 1. On note
NGA{z), I'ensemble de ces séries.
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* On dit de plus que y(z) est de type holonome si les v, i ¢(z) satisfont la condition
a) de la définition 1. On note NGAi{z}S I’ensemble des séries Nilsson-Gevrey
au sens large de type arithmétique et holonome d’ordre s.

Remarque 9 — Dans la remarque p. 717 de ANprE (2000a), André semble indiquer
que toutes les séries Nilsson-Gevrey (au sens strict) holonomes d’ordre s de type
arithmétique sont des séries de type holonome, mais nous ne voyons pas comment le
prouver avec son raisonnement. En effet, il y est énoncé que si y(z) est est de la forme
(42), avec les a dans des classes distinctes modulo Z et (a4 k ¢,n)neN Vérifiant les
conditions b) et ¢) de la définition 2, alors les y,  ¢(z) sont toutes holonomes, ce qui
est faux comme le montre 'exemple de 0 = y4(z) — vo(2), avec yo(z) non holonome.

Une conséquence immédiate de la proposition 13 et du corollaire 1 est la propo-
sition suivante :

Proposition 14 — Soit S C Q x IN x IN un ensemble fini, (cq k,0)(a,k 0)es € ((E*)S et une
famille (fo k,0(2))(a,k,0)es de G-fonctions au sens large non nulles. On considere

f@= ) capezIn() forel2)

(a,k0)eS

qui est une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique et de type holonome
d’ordre 0. Alors f(z) est solution d’une équation différentielle linéaire non nulle a coeffi-
cients dans Q(z) et 'opérateur minimal L de f(z) sur Q(z) est un G-opérateur au sens
large.

Preuve. La fonction f(z) s’écrit comme une somme de produits de solutions de
G-opérateurs puisque toute G-fonction au sens large est solution d’un G-opérateur
au sens large. Donc selon la proposition 13 et le corollaire 1, f(z) est solution d’un
G-opérateur au sens large L. Le point a) de la proposition 10 nous assure alors que
l'opérateur minimal de f(z) sur Q(z) est un G-opérateur au sens large. O

6 Consequences du théoreme 1

6.1 E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de définir la notion d’E-opérateur au sens large, selon
la terminologie d’André et de donner quelques propriétés de ces opérateurs.

Si f(z) est une fonction suffisamment réguliére, sa transformée de Laplace est la
fonction

F(f): x> J:o e f(z)dz. (43)
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(o]
N a . .
Dans le cas ou f(z) = Y —’:z" est une E-fonction au sens large, F(f) est bien
n=0 M-
définie, car, comme mentionné dans l'introduction, la suite (|a,|),, est en réalité
majorée par une suite géométrique (C"*!), a partir d’un certain rang, ce qui assure

la convergence de I'intégrale de (43) pour Re(x) > é

Considérons

. =l d —| d
F .Q[Z,E}—HD[Z,g]

Zh —

3L ?
la transformée de Fourier-Laplace des opérateurs différentiels. Il s’agit d’'un automor-
phisme d’anneaux non commutatifs de @[z, d/dz] d’ordre 4 et d’inverse F*=s0F"0s,
ou s est la symétrie définie par (s(z),s(d/dz)) = (d/dz, z).

Les propriétés essentielles des transformées de Laplace et Fourier-Laplace sont
rappelées dans ANDRE (2000a, p. 716). Signalons que ce qu’André entend par
transformée de Fourier-Laplace est, avec nos notations, F*, ce qui n’influe pas sur
la définition de la notion d’E-opérateur #. De plus, I'argument de ANDRE (2000a,
§4.1, p. 720) prouve mutatis mutandis que L est un E-opérateur au sens large si et
seulement si F*(L) est un G-opérateur au sens large.

Les faits suivants découlent des calculs de Beukers (2008, p. 25) :

i) Si f est une E-fonction au sens large, alors sa transformée de Laplace g(x) =
F(f)(x) est une G-fonction au sens large en 1/x. La transformée de Laplace
établit ainsi une correspondance entre E- et G-fonctions au sens large. Ceci est
également vrai au sens strict.

ii) Si L est un opérateur différentiel tel que L(F(f)) =0, alorson a F*(L)(f) =0,
ce qui explique le nom donné a F~.

André a défini un E-opérateur au sens strict comme la transformée de Fourier-

Laplace d'un G-opérateur au sens strict. Par analogie, on définit une notion d’E-
opérateur au sens large.

Définition 12 - On désigne par E-opérateur au sens large la transformée de Fourier-
Laplace d’'un G-opérateur au sens large.

Les propriétés de morphisme d’anneaux de la transformée de Fourier-Laplace
permettent de déduire que I'ensemble des E-opérateurs au sens large a les propriétés
algébriques de I'ensemble des G-opérateurs au sens large (proposition 10). C’est ce
qu’affirme la proposition suivante.

46. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité », §4.1, p.
720.
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Proposition 15 — Soient L et M des E-opérateurs au sens large. Alors :
a) Tout diviseur a droite de L dans Q(z)[d] est un E-opérateur au sens large.
b) Lopérateur adjoint L* de L est un E-opérateur au sens large.

c) 1l existe un multiple commun d gauche de L et M qui est un E-opérateur au sens
large (propriété de Ore a gauche).

d) Le produit LM est un E-opérateur au sens large.

Ceci découle des propositions 10 et 11 et du fait que F* est un morphisme
d’anneaux de l'’ensemble des G-opérateurs au sens large vers I'ensemble des E-
opérateurs au sens large.

De plus, pour le point b), on rappelle que l'opérateur adjoint (F*(L))" est la
transformée de Fourier-Laplace F*(L*) de L*47.

Un résultat similaire vaut pour les E-opérateurs au sens strict, comme cela avait
été remarqué par André 48,

L'appellation d’« E-opérateur » au sens large est justifiée par la proposition sui-
vante, adaptation du résultat déja connu dans le cas strict 4°. C’est une conséquence
du théoreme 1 de I'introduction.

Proposition 16 — Toute E-fonction au sens large est solution d’une équation différen-
tielle L(y(z)) = 0, ou L est un E-opérateur au sens large.

De maniere générale, soit une série Nilsson-Gevrey au sens large de type arithmétique
et holonome d’ordre —1, c’est-a-dire une fonction

f@= ) Cape () forel2), (44)

(a,k,0)eS

ot S C Q x IN? est un ensemble fini, Cake €C, et les fy 1 o(z) sont des E-fonctions au
sens large. Alors f est solution d’un E-opérateur au sens large.

Pour la démonstration, nous aurons besoin de la proposition 14 ci-dessus, qui
affirme que toute série Nilsson-Gevrey de type arithmétique et holonome d’ordre 0
au sens large est solution d’un G-opérateur au sens large.

Preuve (de la proposition 16). Soit f(z) une E-fonction au sens large. Alors il existe
une G-fonction g telle que F(f)(x) = g(1/x).

Selon le théoréme 1, 'opérateur minimal M de g(u) sur Q(u) est un G-opérateur
au sens large. Donc comme la notion de G-opérateur au sens large est invariante par
changement de variable u = 1/x (Proposition 7 b) ci-dessus), 'opérateur minimal
M de F(f) sur Q(x) est un G-opérateur au sens large.

47. MaLGRANGE, 1991, Equations différentielles a coefficients polynomiaux, §V.3.6.
48. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité », p. 720.
49. Ibid., Théoreme 4.2, p. 720.
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Or, l'assertion ii) précédant la définition 12 implique que M(F(f)) = 0 =
F*(M)(f) =0, de sorte que F*(M) est un E-opérateur au sens large annulant f(z).

dz
que L(f(z)) = 0. Alors, en notant g(z) = F(f)(z), selon les formules (5.3.7) et (5.3.8)

[L—
de ANDRE (2000a, pp. 729-730), on peut trouver p € N tel que %f*(L)(g(z)) =0.

Donc g(z) est holonome. De plus, selon le lemme 9 ci-dessous, on peut écrire

1
g(z) = Z /\a,k,€zaln(z)kga,k,€(;):

(a,k,0)eT

Traitons le cas plus général ou f(z) est de la forme (44). Soit L € @[z, i} tel

ou T ¢ Q xIN? est un ensemble fini, Aa ke €C, etles g, 1 ¢(z) sont des G-fonctions
au sens large.

Ainsi, selon la proposition 14, g(1/z) est annulée par un G-opérateur au sens
large. En effectuant le changement de variable u = 1/z, on obtient en conséquence
de la proposition 7 b) que g(z) est annulée par un G-opérateur au sens large M. On
a alors, selon ANDRE (2000a, (5.3.7) et (5.3.8), p. 729), F*(M)(f(z)) =0 et F*(M) est
un E-opérateur au sens large par définition. Ceci est le résultat voulu. O

On peut traiter de maniére plus directe le cas ou f(z) = z%F(z), ou F est une
E-fonction au sens large. On utilise pour cela la méme formule que celle donnée
dans ANDRE (2000a, p. 721), c’est-a-dire

F(F)(x) =T(a +1)x! [(1 - %)_a *x]-"(F)(x)],

1 a
ou * désigne le produit de Hadamard. On voit que (1 - ;) * xF (F)(x) est une

G-fonction au sens large en 1/x, car & € Q et F est une E-fonction au sens large.
On se sert alors du lemme suivant :

Lemme 8 — Soit L un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict), ae Qet L, =
z°Lz™% € Q(z)[d/dz]. Alors L, est un G-opérateur au sens large (resp. au sens strict).

Selon ce lemme, F(f)(x) est donc solution d'un G-opérateur au sens large. Le
raisonnement ci-dessus s’applique donc encore a F(f)(x).
La preuve du lemme 8 ci-dessous est plus directe que celle de la proposition 14.

Preuve (du lemme 8). On fait la démonstration dans le cas large.
Les solutions de I’équation L,(w(z)) = 0 sont les z?y(z) quand L(y(z)) = 0. On
note G (resp. G,) la matrice compagnon de L (resp. L,). Soit

fi f,,
Y(z)=| :
fl(wU o f;wl)
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une matrice fondamentale de solutions du systéme y’ = Gy. En notant g;(z) = 2 f;(z)
on voit donc que

Z(z)=| :
(p=1) (p=1)
glﬂ gﬂﬂ

est une matrice fondamentale de solutions du systéme y’ = G,y. De plus, on a
Gs = YOYLet (G,)s =292 pour tout s.

Calculons la matrice Z en fonction de Y. Selon la formule de Leibniz pour tout
lel0,...,u—1},

¢
g2)= Z(i)( Z (€—k) + 1)z 0 (P z),

k=0 k=0

¢

Ainsi, Z=UY,ou U :=(ugy);, € 2°M,,(Q(z)), Uy = (k

)(a (=K + 1)z (R

est une matrice triangulaire inférieure inversible. En notant vy = (k)(a—(€—k)+1 )o—k

on a, pour tout k < ¢,

g @O @R s ), (RO

— —Vek =Vek

s! s! s! s!

Or, pour tout ¥y € Q, le dénominateur commun de (y)y/0!,...,(y)s/s! divise
U
s!

den(y)? 3. Donc on peut trouver une constante ¢ € IN* tel que den(a)*c

"M, (Oglz 1/2]).
Donc par la formule de Leibniz, on a pour s € N,

yAQV A = 1(s = U G
=(UY)®¥ =) S JutRy®y-ly-t= “ky-t.,
sl (UY) ;s!(k) ;(s—k)! k!

S

Considérons T € Q[z] tel que TG € M,,(Q[z]) et g € N tel que z9U € z°M,,(Q|z]).
Comme G vérifie la condition de Galochkin au sens large, on peut trouver pour tout
TkGy
s un entier g; non nul tel que g,——— i € M,(Of [ ]) et vérifiant, pour tout € > 0,
gs < s!¢ pour tout s suffisamment grand relatlvement a €. Prenons un polynéme D
tel que DU~ € 2° M, (Oglz]).
Ainsi, on obtient finalement
ARV AR
s!

29D T4g,den(a)*c
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et g, := z9°DT*q,den(a)* satisfait, pour tout ¢ > 0, la condition g < s!¢ pour tout s
suffisamment grand relativement a ¢. Le cas strict se traite mutatis mutandis. Ceci
achéve la preuve du lemme 8. O

6.2 Structure des E-opérateurs au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théoréme de structure des G-opérateurs
au sens large (théoreme 6) le théoreme 7 sur les équations différentielles satisfaites
par les E-fonctions au sens large, en adaptant la théorie d’André des E-opérateurs au
sens strict développée dans ANDRE (2000a, pp. 715-724).

Par analogie avec les Z-fonctions introduites dans ANDRE (2000a, p. 713) 51 on
définit la famille de fonctions suivante, qui apparait dans le théoréme de structure
des E-opérateurs au sens large (théoréme 7 ci-dessous) :

Définition 13 - Une Z-fonction au sens large est une série f(z) = ) a,n!z" € Q[z]
n=0

vérifiant la condition a) de la définition 1 et telle que les 4,, vérifient les conditions b)
et ¢) de la définition 1.

Dans ANDRE (2000a, Théoréme 4.3, p. 721), André a précisé la structure des
E-opérateurs au sens strict. Le théoreme suivant est 'analogue de son résultat au
sens large. La démonstration, adaptée de celle donnée par André dans le cas strict,
fera l'objet de la partie 6.3.

Théoréme 7 — Soit L € Q(z)[d/dz] un E-opérateur au sens large d’ordre v. Alors

a) Les seules singularités de L sont 0 et I'infini, qui est en général un point irrégulier;

b) Lopérateur L est singulier régulier en 0. Les exposants de L en 0 sont rationnels,
ceux qui ne sont pas entiers sont (modulo Z et comptés sans multiplicité), les
exposants en oo de F*(L).

¢) Les pentes du polygone de Newton de L en l'infini sont dans {0, 1}.

d) Il existe une base de solutions en 0 de I'équation L(y(z)) = 0 de la forme

(Pl(z)l-“va(Z)) 'ZrO;

otl les Fj sont des E-fonctions au sens large et Iy € M, (Q) est triangulaire supé-
rieure.

50. Lepetit, 20214, « On the linear independance of values of G-functions », Lemma 10, p. 334.
51. Ces fonctions étaient originellement désignées par la lettre cyrillique Zemla dans l'article d’André,
mais nous optons pour une notation différente pour des raisons pratiques.
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e)

Il existe une base de solutions en co de I'équation L(y(z)) = 0 de la forme

() e

ot les f; sont des Z-fonctions au sens large, A est la matrice diagonale dont les
coefficients sont les singularités a distance finie de F*(L) (comptées avec multipli-
cité), et I, désigne une matrice triangulaire supérieure d coefficients dans Q qui
commute avec A.

En conséquence de la proposition 16 et du théoréme 7, si f(z) est une E-fonction
au sens large, toutes les singularités différentes de 0 et co de son opérateur minimal
non nul L sur Q(z) sont apparentes. En effet, 'opérateur minimal de f(z) est facteur
a droite d’un opérateur n’ayant que 0 et co pour singularités. Ce fait a été énoncé par
André dans ANDRE (2000b, p. 747). De plus, la singularité 0 vérifie les propriétés b)
et d) du théoréme 752,

Remarque 10 - i) Le lemme 4, p. 518, de Gorerov (2004) affirme que tout point

ii)

& €Q est un point régulier ou une singularité réguliére de 'équation différen-
tielle minimale d’une E-fonction, ce qui est une conséquence du théoréme 7.
En effet, si L € Q(z)[d/dz] est un opérateur singulier régulier en a € Q et M di-
vise L dans Q(z)[d/dz], alors M est singulier régulier en a. Ceci est un résultat
connu qui découle de la définition de la régularité des singularités. La preuve
de Gorelov exploite directement les propriétés des E-fonctions au sens large
sans passer par la transformée de Fourier-Laplace.

Gorelov >3 a obtenu le résultat suivant sur les E-fonctions d’ordre 2 : si f(z)

une E-fonction au sens large dont 'opérateur minimal L sur Q(z) est d’ordre 2,
on peut écrire

f(2) = a(z)e! 1 Fi(a; B; Az) + b(z)e! 1 Fi(a; B; A2), (45)

ol a(z),b(z) e Q[z], A € Q, He Qetac Q,BeQ\Z.

Dans Rivoat et Roques (s. d.), Rivoal et Roques ont démontré, en s'appuyant
sur la théorie d’André des E-opérateurs, un énoncé analogue a (45) dans le cas
ou f(z) est une E-fonction au sens strict, en ajoutant que a — f§ ¢ Z mais avec
l'affirmation plus faible que a(z), b(z) € Q(z).

Le théoréeme 7 ci-dessus permet d’obtenir ’'analogue du résultat de Rivoal et
Roques pour les E-fonctions au sens large en adaptant la démarche de RivoaL
et RoqQues (s. d.). En effet, selon le théoréme 7, 'opérateur minimal de f(z) sur
Q(z) vérifie les hypothéses de Rivoar et RoQues (s. d., Theorem 5, p. 8), ainsi
que les conditions (1), (2) et (3) de Rivoat et Roques (s. d., §5.2, p. 12-13).

52. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité »,
Corollaire 4.4, p. 724.
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Le théoreme de Gorelov constitue une réponse positive au probléme de Siegel
pour les E-fonctions d’ordre 2. Le probléme de Siegel consiste en la question
suivante : toute E-fonction est-elle dans la Q[z]-algébre engendrée par les fonctions
hypergéométriques de la forme

- (al)n---(ap)n 1, n(q-p)
)0 BRTA R

quand 0 < p <q, ay,...,ap €Q, bi,....,b, e Q\Zyet A €Q?

Dans le cas général, on sait que la réponse a cette question est négative. En
effet, dans FReEsAN et Jossen (2020), Fresan et Jossen ont exhibé un exemple de
E-fonction non hypergéométrique.

6.3 Démonstration du théoréme 7

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme 7, en suivant et adaptant la
démonstration du Théoréme 3.4.1 de ANDRE (2000a) détaillée dans ANDRE (2000a,
§5, pp. 725-735).

Puisqu’un G-opérateur au sens large est fuchsien selon le théoréme 1, le point a),
ainsi que la régularité de L en 0, découlent des calculs menés dans BEukers (2008,
p. 25). En réalité, pour avoir la régularité de L en 0, il suffit d’invoquer le fait que co
est une singularité réguliére du G-opérateur au sens large F*(L).

Passons au point b). Pour M € Q(z)[d/dz], on note NR(M) le polygone de Newton-
Ramis de M, tel que défini dans Ramis (1984, pp. 7-8). On sait que M est un
opérateur singulier régulier en 0 et oo si et seulement si NR(M) admet pour seule
pente 0, c’est-a-dire si on peut trouver a,b,c € R tels que

NR(M):{(u,v)ele,aS usbetv SC}.

Or, selon ANDRE (2000a, p. 726), NR(F*(M)) = ©(NR(M)), ol 7 : (4,v) — (u +
v,—v). Comme 7t est involutive, on en déduit que NR(F*(M)) = 1(NR(M)). De plus,
si (u,v) € R? et T(u,v) = (u’,v’), on a

t

de sorte que M est singulier régulier en 0 et oo si et seulement si les seules pentes
du polygone de Newton NR(F*(M)) sont 0 et —1. Puisque les pentes négatives

v<b -b<v' < -a
@ ’ 7
[ v<c—u,

N N

53. GoreLov, 2004, « On the Siegel Conjecture for Second-Order Homogeneous Linear Differential
Equations », Theorem 1, p. 514.
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correspondent aux pentes du polygone de Newton classique de F*(M) en oo, il en
découle que M est singulier régulier en 0 et co si et seulement si F*(M) est singulier
régulier en 0 et irrégulier de pentes dans {0,1} en co.

En appliquant cette assertion au G-opérateur M tel que L = F*(M), qui est un
opérateur fuchsien selon le théoréme 1, on obtient le point c). -

On peut répéter le méme raisonnement au voisinage de tout point a de Q. Il
découle du caractere fuchsien de M que les pentes de F*(M,), ou M, est l'opérateur
obtenu par changement de variable u# = z—a, sont dans {0, 1}.

On obtient ainsi en reproduisant mutatis mutandis 'argument de ANDRE (2000a,
p- 720), qui utilise le théoréme de Turritin-Levelt, une base de solutions en oo de
I’équation L(y(z)) = 0 de la forme

. (1 AT\ (1A A,
L. H= )= e ™%,
(fl(z) fv(z))(z)
ou les f] sont des séries de Laurent a coefficients dans @, A est une matrice diagonale,

et [, désigne une matrice triangulaire supérieure sous forme de Jordan qui commute
avec A.

Par construction3*, si M € Q(z)[d/dz] est fuchsien, alors F*(M) est de type
exponentiel selon la terminologie de MaLGRANGE (1991, p. 195) (ou exponentiel
élémentaire avec les mots d’André). On peut donc utiliser le raisonnement de ANDRE
(2000a, §5.2, pp. 726-728), fondé sur des arguments généraux sur les microsolutions
des opérateurs de type exponentiel. Il nous assure alors que, puisque F*(L) est
fuchsien a exposants rationnels, les exposants non entiers de L sont (modulo Z et
comptés sans multiplicité) les exposants en co de F*(L). Ceci prouve le point b) du
théoréme 7.

La partie 5.3 pp. 728-730 de ANDRE (2000a) a permis de construire a partir de
la transformée de Laplace deux applications injectives C-linéaires

C[z][Inz] %@[lné], (46)

m désignant 'anneau des séries de Puiseux en u.

Un ingrédient essentiel de la preuve des points d) et e) du théoréme 7 est le
lemme suivant, analogue de ANDRrE (2000a, Proposition 5.4.1). Il est également
utilisé dans la preuve de la proposition 16 ci-dessus. On rappelle que les ensembles
NGAg{z}S ont été introduits dans la définition 11.

54. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théorémes de pureté et de dualité », p. 725.
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Lemme 9 — Les applications définies en (46) induisent des applications C-linéaires
injectives

NGAfI{Z},“:)NGAf;{%} , NGAfl{z}oﬁNGAfl{%}.
0 1

De plus, on a

o7 (NGAL{ 7} )= NGAL) 1, 97! (NGAG() 1) = NGA{ 1]

. 1
et de méme pour NGAi{z}O et NGAi {;}1

Preuve. 11 s’agit de montrer I’analogue au sens large des assertions (5.4.2) et (5.4.3)

de la démonstration d’André dans le cas strict 3. Dans ce qui suit, on appelle
(o)

« suite holonome » toute suite (a,), telle que )} a,z" est solution d’une équation
n=0

différentielle non nulle a coefficients dans Q(z).

Le seul point de I'argumentation d’André qui nécessite une adaptation au sens
large consiste a prouver que les formules (5.4.4) et (5.4.7) de ANDRE (2000a), issues de
calculs génériques sur la transformée de Laplace, définissent des suites holonomes
vérifiant les conditions b) et ¢) de la définition 1.

Soient donc a = (4,,),,en une suite holonome de nombres algébriques vérifiant
les conditions b) et c¢) de la définition 1, « € Q et k € IN. On définit respectivement
la E-fonction au sens large et la Z-fonction au sens large en la variable 1/z

[Se] a o0
Fy(z) = Zn—"’z” et f,= Zann!z_”

n=0 n=0

Alors André a prouvé que

Jo o
]-"(z In*( an]z_“_l_" In/ z (47)
0 n=0
j1 o )
et F(z In*( ZZC,Z]-Z*“*“" In’ z, (48)
j=0 n=0

ou, si @ € Z_ (resp. a € N) la suite (b, j ), (resp. (c,,),) correspondant a la plus
haute puissance du logarithme apparaissant dans (47) (resp. (48)) est définie par
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I’équation (5.4.4) de ANDRE (2000a) :

. ; (a+1)
o=k et by = (1T 1),
. ; n! .
1=k et ¢, = (=1)"*"T(a + 1)mun siagZ
1
ji=k+1 et ¢, =(=1)*"" a, sia€Z a<0

et dans le cas contraire, comme I’a remarqué André, on se ramene au cas précédent
en retranchant de F,(z) (resp. f,(z)) un élément de Q[1/z] (resp. Q[z]).

Il s’agit donc de démontrer que les suites (bn,j)n €t (cn,j, )u vérifient les points b)
et c) de la définition 1. Comme le maximum des dénominateurs (resp. des tailles)
d’un quotient de symboles de Pochhammer (u)y/(v)o,...,(14),/(v), a une croissance
au plus géométrique en 159, (5.4.4) de ANDRE (2000a) fournit bien des suites dont
le dénominateur et la taille croissent au plus en n!¢, pour tout € > 0 fixé.

- s <> (al)n-”(ap)n
De plus, comme toute série hypergéométrique ) ————
n=0 (ﬁl )n e (ﬁq)n

et qu'un produit ou une somme de suites holonomes est holonome, I’équation (5.4.4)
de ANDRE (2000a) définit bien des multiples dans C de suites holonomes.

z" est holonome

Soit maintenant j € {0,...,k — 1}. De la méme maniére, les suites apparaissant
dans la formule (5.4.7) de ANDRrE (2000a) :

n!

bn’]‘ = mpn'jﬂn (CK 3 Zi)
, nl .
Cn,j = (—1) mp_n’jﬂn siaeZ
1 . .
=— siaeZ’

Cn,j " p—n,jan
[

sont combinaisons linéaires a coefficients dans C de suites satisfaisant les conditions
b) et ¢) de la définition 1. En effet, la formule (5.4.6) de ANDRE (2000a) implique
l’existence de suites (7, ;),;cz pour 0 < i < k+1 et de nombres complexes py, ..., Pk+1
tels que

k+1

VmeZ, ry;= Zrm,ipi,
i=0

ou pour tout i, (7, ;)meN €t (r—y,i)menN Satisfont les conditions b) et ¢) de la défini-
tion 2. De plus, I’holonomie des suites (,, ;) et (r_y, i), est assurée par la formule
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(5.4.6) de AnDRE (2000a) :

3 j+1
pm,] - pmfl,] a+ mpm—l,]Jrl'

Ainsi, la formule (5.4.7) de ANDRE (2000a) fournit bien des suites (b, ;) et (c,, ;) qui
sont combinaisons linéaires a coefficients dans C de suites holonomes. ]

On démontre le point d) en remplacant « E-opérateur » par « E-opérateur au sens
large », et de méme pour les G-opérateurs, dans ANDRE (2000a, p. 734). En effet,
la preuve d’André utilise les résultats de ANDRE (2000a, §5.3, pp. 728-730) qui ne
concernent pas les E-fonctions et la proposition 5.4.1 d’André dont le lemme 9 est
I'analogue au sens large. De plus, on prouve les trois faits suivants :

dr
* Si ® est un E-opérateur au sens large et p € N, alors W := @}“*(QJ) est un G-

opérateur au sens large, car la transformée de Fourier-Laplace d’un E-opérateur
au sens large est un G-opérateur au sens large et I’ensemble des G-opérateurs
au sens large est stable par produit.

TN
* Selon le théoréme 6 appliqué en oo, siy(z) € C [[;]] [1n ;] est tel que W(y(z)) =0,
1
alors y(z) € NGAi {z} .
0
1
* Si F(y)(z) e NGAfl {Z} alors, selon le lemme 9, on a y(z) € NGAi {z}_;-
0

On obtient ainsi une base de solutions de I’équation L(y(z)) = 0 de la forme

(V1(2),...,9,(2) = (F1(2),..., F, (2)) - 2% € NGA} {z},

ou [ € M, (Q) est triangulaire supérieure.

Enfin, la preuve du point e) issue de ANDRE (2000a, §5.6, pp. 733-734) s’adapte
également au sens large. Elle utilise une nouvelle fois les résultats de ANprE (2000a,
§5.3, pp- 728-730) ainsi que le lemme 9.

Les points spécifiques aux E-opérateurs a adapter — et les arguments qui per-
mettent cette adaptation — sont les suivants :

s ®®e Y7 [...] est encore de type E, car F* (P ® ¢"%i%) est le G-opérateur translaté
de F*® par C;. Dans le cas large, ceci découle de ce que I'ensemble des G-
opérateurs au sens large est invariant par changement de variable u = z—a,
a € Q (Proposition 7 b)). De plus, la transformée de Fourier-Laplace d’un
E-opérateur au sens large est un G-opérateur au sens large.

55. ANDRE, 2000a, « Séries Gevrey de type arithmétique I. Théoremes de pureté et de dualité », pp.
731-732.
56. S1EGEL, 1949, Transcendental Numbers, §9, pp. 54-58.
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. }7]7’(—2) est solution du G-opérateur F*® [...], on a donc ;7;’ € NGA{z}g (ici, y;r
désigne la transformée de Laplace de y;). Dans le cas large, ceci découle du
théoréme 6. De plus, y]fr est de type holonome, toujours selon le théoréme 6.

La conclusion de la preuve du point e) du théoréme 7 repose alors sur le lemme
suivant, analogue au sens large de ANDRE (2000a, Proposition 5.6.3, p. 734) :

A 1 A
Lemme 10 - Soient f € C((—)) et a € Q. Alors f est solution d’'un E-opérateur au
z

sens large si et seulement si z% f est solution d’un E-opérateur au sens large.

Preuve. La preuve est la méme mutatis mutandis que celle de ANDRE (2000a, Propo-
sition 5.6.3, p. 734). En effet :

* Tout E-opérateur au sens large O a ses pentes a I'infini dans {0, 1} selon le point
c) du théoréme 7. Si 1 est effectivement une pente de ® a l'infini, alors toute
solution g € C[[1/z] de ®(y(z)) = 0 au voisinage de oo est 1-sommable au sens
de Ramis ®’ dans toute direction non singuliére. Ceci est a fortiori vrai si 0 est
la seule pente de @ a l'infini, car co est alors un point singulier régulier de
®, ce qui assure la croissance modérée des solutions de @(y(z)) = 0 dans les
secteurs. C’est cette 1-sommabilité qui est nécessaire dans la preuve d’André
que nous adaptons.

* Soit V un secteur de C inclus dans un plan fendu C\ D, ou D est une demi-
droite d’origine 0. Selon le théoréme 7 d), toute fonction ¢(z) vérifiant L(y(z)) =
0 dans V est la restriction d’un certain élément y(z) de NGAfl{z},l.

* Siw(z)e NGAi{z}_l, alors la proposition 16 nous assure de l’existence d’un
E-opérateur au sens large L’ tel que L'(w(z)) = 0. |

6.4 Nouvelle preuve d’un théoreme d’André sur les E-fonctions
au sens large

Le but de cette partie est de déduire du théoréeme de structure des E-opérateurs
au sens large (théoréme 7) une nouvelle démonstration d’un résultat diophantien sur
les valeurs des E-fonctions au sens large, dit a André 58 qui généralise le théoreme
fondamental suivant de Siegel-Shidlovskii.

Théoréme 8 (Siegel-Shidlovskii, 1929/1956,5%, p. 139) — Soit (f}, ..., f,) une fa-
mille de E-fonctions au sens large. Soit f =' (fy,..., f,), supposons qu’il existe A €
M, (Q(z) tel que £’ = Af. Prenons a € Q tel que aT(a) = 0, ou T(z) € Q[z] est tel que

T(2)A(z) € M, (Q[z]).

57. Ramis, 1991, « Séries Divergentes et Théories Asymptotiques », p. 34.
58. ANDRE, 2014, « Solution algebras of differential equations and quasi-homogeneous varieties : a new
differential Galois correspondence ».
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Alors le degré de transcendance sur Qde (fila),..., fula)) est égal au degré de trans-
cendance sur Q(z) de (f1(2),-.., fu(2)).

Ce théoreme généralise le théoreme de Lindemann-Weierstrass. En effet, si
(aq,...,ay) € ﬁn est une famille libre sur Q, alors (e®1%,...,e%?) est une famille de
E-fonctions au sens large vérifiant les hypotheéses du théoréme dont les compo-
santes sont algébriquement indépendantes sur Q(z), de sorte qu’en évaluant en 1, le
théoréme 8 nous assure que e%1,...,e% sont algébriquement indépendants sur Q.

Beukers a ensuite démontré le théoreme suivant dans Beukers (2006). Il consti-
tue un raffinement du théoreme 8 dans le cas strict. En effet, le théoréme 8 est vrai
quant a lui pour les E-fonctions au sens large.

Théoréme 9 (Beukers, 2006, °°, Theorem 1.3, p. 370) — Soit (f,..., f,) une famille
de E-fonctions au sens strict vérifiant les hypothéses du théoréeme 8. Alors pour tout po-
lynome homogene P € Q[Xy,...,X,,] tel que P(fi(a),..., fy(a)) = 0, il existe un polynome
QeQ[Z,Xy,...,X,] homogene en les variables X1,...,X,, tel que

Q(a, Xy, X)) = P(Xy,... X)) et Q(z fi(2),..., fulz)) = 0.

Finalement, le théoréme suivant a été prouvé par André dans l'article ANDRE
(2014) dans lequel il développe une généralisation de la correspondance de Galois
différentielle. C’est une conséquence de ANDRrE (2014, Corollaire 1.7.1, p. 6), qui
s’applique non seulement, sous certaines hypothéses, a une famille de fonctions
de la forme (,7’,...,9" V) quand v est solution d’une équation différentielle a
coefficients dans Q(z), mais plus généralement a tout vecteur de fonctions (f,..., f,)
solution d’un systeme différentiel vy’ = Ay, A € M,,(Q(z)), comme Y. André nous
I'’a confirmé. Les hypothéses du corollaire 1.7.1 sont satisfaites si (fj,..., f,,) est un
vecteur de E-fonctions au sens large, car, d’une part, toute E-fonction au sens large
non polynomiale est transcendante sur Q(z) puisque c’est une fonction entiére, et
d’autre part, le théoréme 8 nous assure que le degré de transcendance sur Q de
(fi(&),..., fu(&)) est égal au degré de transcendance sur Q(z) de (fi(2),..., f,(2)).

Théoréme 10 (André %) — Le théoréme 9 reste vrai si I'on remplace partout « strict »
par «large ».

Notre but dans cette partie est de fournir une nouvelle preuve du théoréme 10
plus proche de l'esprit initial de la preuve de Beukers, a l'aide de ’étude des E-
opérateurs au sens large menée dans la sous-section 6.1.

Le point central de la preuve est la proposition suivante, conséquence du théo-
reme 7. Beukers en a prouvé I'analogue au sens strict dans BEukers (2006, p. 372).

59. Suiprovskil, 1989, Transcendental Numbers.

60. Beukers, 2006, « A refined version of the Siegel-Shidlovskii theorem ».

61. ANDRE, 2014, « Solution algebras of differential equations and quasi-homogeneous varieties : a new
differential Galois correspondence ».
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Proposition 17 — Soit f une E-fonction au sens large a coefficients rationnels. Alors
si f(1) = 0, l'équation différentielle minimale de f admet 1 pour singularité, et elle est
apparente.

Preuve. Ecrivons f(z) = E %z” = (1-2)g(z), ou g(z) = )O:o %z“. Alors, puisque
n=0 - n=0 "
f(l)=0,ona
n o]
8n _ fk _ fk
VTIGN, W_ZF__ZF
k=0 k=n+1

Soient ¢ > 0 et ny(e) € N tels que Vn = ny(e),|f,| < (n!)¢. On déduit d’'une majoration

du reste de la série Y (n!)*~! que
nelN

(9]

1
) (k| S

k=n+1

n!
(n!)t-¢

Vnz 110(5), |gn| <l < (n!)£,

et de plus si d, = den(fy,..., f,), ona Vk <n,d, g € Ow donc den(gy,...,8,) <d, <
(n!)® pour n suffisamment grand. Ainsi, comme g est solution de L((1 —z)g(z)) = 0 si
f vérifie L(f(z)) = 0, L € Q(z)[d/dz], on en conclut que g est une E-fonction au sens
large.

Selon le théoréme 7 a), si M(y(z)) = 0 est une équation différentielle minimale
de g, M = 0, alors elle a une base de solutions holomorphes au voisinage de 1,
notée (g1(2),...,8,(2)). Doncsi L=Mo(l-z)€ Q(z)[d/dz], I’équation différentielle
L(y(z)) = 0 est d’'ordre minimal y pour f et posséde au voisinage de 0 une base de
solutions ((1 —z)g1(2),..., (1 —z)g,(z)) holomorphes s’annulant en 1. Donc elle a une
singularité en 1, mais elle est apparente. O

En répétant mutatis mutandis la preuve, basée sur des arguments de théorie de
Galois différentielle, de BEukers (2006, pp. 373-374), on en déduit le théoréeme
suivant. Les points clefs qui permettent de généraliser sa démonstration au cas
large sont le fait qu'une E-fonction au sens large est une fonction entiére et la
proposition 17, le reste reléve d’arguments généraux sur les groupes algébriques.

Théoreme 11 — Soit f(z) une E-fonction au sens large d’équation différentielle mini-
male L(y(z)) = 0. Soit & € Q tel que f(&) = 0. Alors L a une singularité en &, qui est
apparente.

Le théoreme 10 s’ensuit par une preuve identique a celle de Beukers (2006, pp.
375-377).

Remarque 11 - Avec les notations du théoréme 11, Gorelov a montré par des
moyens différents dans Gorerov (2004, Lemma 6, p. 520) que toute singularité
£ €Q de L est apparente, ce qui est une partie de ce théoréme.
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6. Conséquences du théoréme 1

6.5 D’autres résultats diophantiens

Le théoréme suivant a été aussi démontré dans Beukers (2006). Nous allons en
prouver un analogue au sens large.

Théoréme 12 (Beukers 2, Theorem 1.5, p. 371) — Soit f = !(f,,..., f,,) une famille de
E-fonctions au sens strict libre sur Q(z) telle que £’ = Af, oui A € M,,(Q(2)).

Alors il existe des E-fonctions au sens strict ey, ..., e, et une matrice M € M, (Q[z])
telles que :

e Onaf=M!ie,...,e,);

* La famille (eq,...,e,) est solution d’un systeme de n équations différentielles homo-
génes du premier ordre a coefficients dans Q[z,z7!].

Théoréme 13 — Le théoreme 12 reste vrai si 'on remplace partout « strict » par « large ».

La preuve est une conséquence du théoréme 11, elle consiste a décrire un algo-
rithme de désingularisation d’un systéme différentiel du premier ordre, en montrant
qu’a chaque étape les fonctions obtenues restent des E-fonctions au sens large. C'est
ce que la proposition suivante permet de prouver.

Proposition 18 — Soient f(z) € Q[[z]] une E-fonction au sens large et & € Q tel que

f(&)=0. Alors 5(2 est une E-fonction au sens large.

On peut trouver une version plus faible de cette proposition dans Gorerov (2004,
Lemma 9, p. 522), qui donne le méme résultat sous I’hypothése supplémentaire
que f(z2), f'(2), ..., f'"1(z) sont algébriquement indépendantes sur Q(z), m étant
l'ordre de I’équation différentielle minimale de f(z).

Preuve (de la proposition 18). Quitte a remplacer f(z) par f(£z), qui est une E-fonc-
tion au sens large, on peut supposer que & = 1. En effet, si h(z) = f(£z), on a

flz) 1 h(&E1z)
z—& EE1z-1°

Selon le théoréme 11, comme f(1) = 0, toutes les solutions de I’équation diffé-
rentielle minimale L(y) = 0 de f sont holomorphes et s’annulent en 1.

Soit o € Gal(Q/Q). En définissant L comme dans la preuve de la proposition 1,
on voit que L?(y°) = L(y)° pour tout y € Q[z], donc I'espace des solutions de
L9(y) = 0 est I'image par o des solutions de L(y) = 0. En particulier, L° a une

62. Beukers, 2006, « A refined version of the Siegel-Shidlovskii theorem ».
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base de solutions holomorphes s’annulant en 1 = 0(1). D’ou f?(1) = 0. En répétant
l'argument utilisé dans la preuve de la proposition 17, on obtient que si

°°g_

alors pour tout € > 0, |o(g,)| < (n!)¢ pour n > ny(o, ). Comme g(z) est a coefficients
dans un corps de nombres, il n’y a qu’un nombre fini de ¢ a considérer, si bien que
[8n] < (n!)€ pour n > ny(¢).

La condition sur les dénominateurs étant vérifiée de la méme maniere que dans
la preuve de la proposition 17, on en déduit que g est une E-fonction au sens large.0

»—\‘\,\

g(z):=

Une fois cette proposition prouvée, on obtient le théoreme 13 en répétant mu-
tatis mutandis la démonstration de BEukEers (2006, p. 378), a 'laide également du
théoréme 7 a) et du théoréme 11.

Dans Abpamczewskr et Rivoar (2018), Adamczewski et Rivoal ont construit, a
partir de l'algorithme de la preuve du théoréme 12, un algorithme permettant
de déterminer les points auxquels une E-fonction au sens strict donnée prend des
valeurs algébriques.

Théoréme 14 (Adamczewski, Rivoal) — II existe un algorithme qui, étant donnée une
E-fonction au sens strict f(z), indique si f(z) est transcendante sur Q(z) ou non et, si
elle est transcendante, fournit la liste finie des nombres algébriques a tels que f(a) est
algébrique, ainsi que la liste des valeurs f(«) correspondantes.

Proposition 19 — L'algorithme du théoreme précédent fonctionne si f(z) est une E-
fonction au sens large.

En effet, I'algorithme en question est décomposé en trois étapes, les deux pre-
mieres n’étant pas particulieres aux E-fonctions.

* D’abord, il détermine une équation différentielle homogéne minimale
M(y(z)) = 0 sur Q(z) satisfaite par f(2z). La preuve de la terminaison de cette
étape vient essentiellement d’une borne sur le degré en z de M issue d’un
théoréme de Grigoriev ®3, rendu pleinement explicite par Bostan, Rivoal et
Salvy %4, d’une borne sur les modules des exposants de M diie & Bertrand,
Chirskii et Yebbou %3 et enfin d’un lemme de zéros de Bertrand et Beukers %6

63. GrIGoRrIEV, 1990, « Complexity of factoring and calculating the GCD of linear ordinary differential
operators », p. 8.

64. BosTaN, RivoaL et SaLvy, 2021, « Explicit degree bounds for right factors of linear differential
operators », Theorem 1, p. 54.

65. BerTRAND, CHIRSKII et YEBBOU, 2004, « Effective estimates for global relations on Euler-type series »,
p- 246, p. 252.

66. BERTRAND et BEUKERS, 1985, « Equations différentielles linéaires et majorations de multiplicités »,
p- 182.
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Remerciements

Ces trois résultats sont valables sur les opérateurs différentiels linéaires a
coefficients dans Q(z) en général.

* Puis il détermine, a partir de I’équation de I’étape précédente, une équation
différentielle minimale inhomogeéne sur Q|z], u(z)y¥)(z) + -+ + us(2)v(z) +
us,1(2) = 0, avec ug # 0, dont f(z) est solution. La encore, cette procédure est
valable pour n'importe quel opérateur différentiel.

* La troisieme étape détermine quels éléments a parmi les racines du polynome
uy(z) vérifient f(«a) € Q. Le fait que les autres nombres algébriques sont exclus
est une conséquence du théoreme 9, qui reste vrai au sens large selon le
théoreme 10. Cette étape consiste principalement a appliquer ’algorithme de
désingularisation de Beukers décrit et utilisé dans la preuve du théoreme 12,
qui est valable au sens large selon le théoreme 13.

Notons pour finir que Fischler et Rivoal ® ont obtenu la généralisation suivante

du théoréme 14.

Théoreme 15 — On peut construire un algorithme qui permet, étant donné une famille
de E-fonctions au sens large Fy(z),...,F,(z), de :

* calculer un systéme de générateurs de I'idéal des relations polynomiales entre les
F;(z) a coefficients dans Q(z);

o étant donné a € Q, calculer un systéme de générateurs de I'idéal des relations
polynomiales entre les F;(a) d coefficients dans Q;

* si Fi(2),...,Fy(z) sont algébriquement indépendantes dans Q(z), déterminer l'en-

semble fini des a € 6 tels que les valeurs Fi(a),..., F

p(@) sont algébriquement

dépendantes sur Q.

La preuve s’appuie sur le théoréme 13 du présent article 8.
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